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Résumé. Grice a la pureté de la monade B de Batanin (établie dans [17]),
nous montrons que toute pseudo-algebre stable (voir la définition 1.3) pour la
monade w des co-catégories strictes (étendue a la 2-catégorie des catégories
globulaires) est munie d’une structure d’algebre sur B (I’extension de B a la
2-catégorie des catégories globulaires).

Abstract. Thanks to the purity of the Batanin’s monad B (established in
[17] ), we prove that any stable pseudo-algebra (see the definition 1.3) for the
monad @ of the strict co-categories (extended to the 2-category of globular
categories) is equipped with a structure of algebra on B (which is the exten-
sion of B for the 2-category of globular categories).
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Introduction

Lorsqu’il y a une vingtaine d’années A.Burroni nous avait initié aux
multi-spans (voir [9], [12], [1] et [2]) il nous avait affirmé qu’ils devaient
former une oo-catégorie faible. Seulement, a I’époque, on n’avait pas encore
a notre disposition de définition précise d’oo-catégories faibles. Plus tard,
apres en avoir proposé une (voir [16]), on s’est tout naturellement demandé
si les multi-spans n’en constituaient pas un exemple significatif. Comme ces
oo-catégories faibles (appelées prolixes) sont des algebres sur une monade
construite avec des techniques syntaxiques, la question se posait de savoir si
on ne pouvait pas appliquer ce nouvel outillage pour démontrer la “conjec-
ture d’A.Burroni”. Finalement une preuve de ce type a pu étre mise au point.
Mais celle-ci s’appuyait sur le fait que la monade P des prolixes (dans sa
version non réflexive - voir [3] et [13]) devait vérifier une propriété tres forte
dite de “pureté” (voir [17] ou encore la section 1). Hélas ! un peu plus tard,
il s’est avéré qu’il n’en était rien (voir [17], deuxieme partie, section 3). 1l
restait alors la solution de fabriquer une nouvelle monade, sur le modele de
[P, toujours avec des techniques syntaxiques, qui puisse étre pure. Une telle
monade B fut donc construite et on s’est apercu ensuite qu’elle n’était autre
que la monade de Batanin (voir [17], deuxieme partie, section 5). Il ne nous
restait plus alors qu’a adapter 1’ancienne preuve, pour P, a la nouvelle mo-
nade, pour obtenir le résultat escompté. Dans 1’énoncé du théoreme obtenu,
on formule en fait une hypothese beaucoup plus générale en remplacant les
catégories de multi-spans par des pseudo-algebres stables sur la monade w
(i.e. le prolongement, a la 2-catégorie CG des catégories globulaires, de la
monade w sur Glob des co-catégories strictes). On sait en effet que les
multi-spans forment une pseudo-algebre sur w (voir [2], [22]). Enfin la “sta-
bilité” d’une catégorie globulaire est une propriété générale (voir la section
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1) que satisfait sans probleme I’exemple formé par les multi-spans.

Remerciements

Pour terminer, je voudrai remercier le comité scientifique de : Category
theory 2014, organisé a Cambridge, puisqu’il m’a permis d’exposer pour la
premiere fois en publique les grandes lignes de ce qui deviendra cet article.
Je tiens aussi a remercier le referee de cet article qui m’a suggéré de nou-
veaux concepts (comme la catégorie U Dec(M) ou les ct-catégories) pour
rendre mon travail plus compréhensible.
Toute ma gratitude encore a C.Kachour car c’est lors d’un échange autour de
ses préoccupations mathématiques du moment que s’est opéré chez moi un
déclic qui fut a I’origine des travaux présentés ici.
Mes pensées vont encore a M.Cordier qui m’a, pour la premiere fois, fait
connaitre les publications de M.Batanin sur le domaine des catégories supé-
rieures. Je lui en suis tout particulierement reconnaissant.
Merci enfin a Nicole car, en prenant en charge beaucoup de taches qui en
réalité me sont assignées, elle a pu créer les conditions propices a la réalisation
de ce travail.

1. Position du probleme

1.1 L’exemple des multi-spans

e Rappelons qu’un ensemble globulaire est un préfaisceaux sur la catégorie
Gl (i.e. un foncteur GI’ — Ens) ou GI a pour objets les entiers naturels et
ou les morphismes :

do 4 d5
0 1 2 3

dg di d}

...vérifient les équations :

Vk € 2] ={0,1},Vj € [n] = {0, ....n— 1}, d),,.d} = d},,.d}.

Remarque 1.1. : On a une équivalence de catégorie [GI,Ens| ~ Glob
(ou Glob est défini dans [17] et dans cet article au 2.1 ). Dans la suite de
cet article nous identifierons ces deux catégories.
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En termes élémentaires, un ensemble globulaire G consiste en une suite
d’ensembles G, ainsi que des fonctions sources et buts comme suit :

% oy 03
Go G G G
9% e 0;

..satisfaisant les relations de globularité 97.09,, = 0F.0;,,.Une catégorie

globulaire est un foncteur G — Cat. La 2-catégorie [G[°", Cat] des catégo-

ries globulaires peut étre identifiée a la 2-catégorie des catégories internes
a la catégorie des ensembles globulaires [GI, Ens].

e Il y a deux monades w = (w,n,u) et B = (B,,n, ) sur [GL?, Ens]
(voir [2]). Les algebres sur w sont les co-catégories strictes et les algebres
sur B sont les co-catégories faibles telles que définies dans [2]. En outre, il
y a un morphisme de monade b : B — w.

Etant donné que ces monades sont cartésiennes on peut les appliquer aux
catégories internes donnant ainsi des 2-monades & et B sur [GI°?, Cat] et, de
la méme maniere, b peut étre étendu a b: B — &. Notez que les algebres
strictes de @ (resp.]ﬁ%) peuvent étre idenfiées aux catégories internes dans les
algebres de w (resp.B).

e Il y a une catégorie globulaire particuliere Span : GI? — Cat dont la
valeur sur les objets est donnée par Span, = [(Gl/n)°?, Ens] et, considérée
comme une catégorie interne dans [G[°”, Ens|, a un objet des objets |Span|
qui est décrit par |Span|, = Ob(Span,). Ainsi |Span| est un ensemble
globulaire dont les O-cellules sont les ensembles, les 1-cellules sont les spans
d’ensembles, les 2-cellules sont les spans de spans etc. Via des produits fibrés
itérés on obtient une structure
d’w-pseudo-algebre sur Span.(voir [2] et [22]).

e Le but de cet article est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme 1.2. : L’ensemble globulaire |Span| a une structure de B-algebre.

Pour y parvenir nous aurons besoin d’un “lemme clé” que nous allons
essayer de formuler maintenant. Au lieu de nous focaliser sur Span, on
va élargir le propos et s’interesser a une classe particuliere d’w-pseudo-
algebres. Celles qui sont stables. Ce terme s’applique en fait plus générale-
ment aux catégories globulaires.
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Définition 1.3. : On dira qu’une catégorie globulaire G est stable si,

pour tout n € N, le foncteur canonique (9},9%) : G, .1 — G, est iso-
fibrant, ol |Go| = |Go| x |Gyl et, pour n > 0,

|G| = {(21,20) € |Ga|?/Vk € [2], 07 (1) = Op_y (w0)}-

On a la méme définition pour les fleches de G,.

On vérifie que la catégorie globulaire Span est stable. On peut alors
étendre le théoreme précédent en le formulant ainsi :

Théoreme 1.4. : Toute w-pseudo-algebre stable a canoniquement une struc-
ture de B-algebre.

Mais on peut encore affiner notre énoncé en précisant ce qu’on entend
par “canoniquement”.

e [e morphisme de 2-monade b:B—w produit un foncteur d’oubli ;
U:w-Ps-Alg — I@%—Ps—Alg. entre les 2-catégories de pseudo-algebres de
& et B. Or on sait déja (voir [15] et [18] pour le résultat de cohérence général
de Power) que la I@%—pseudo—algébre U(Span,v,i,a) dont la catégorie globu-
laire sous-jacente est Span, est équivalente a une I@-algébre stricte. Cepen-
dant, la procédure de Power change la catégorie globulaire sous-jacente ce
qui est une perte d’information non négligeable.

On se propose ici, pour chaque w-pseudo-algebre stable (G, v, i, a) d’effec-
tuer une strictification de U(G, v, i, a) sans changer la catégorie globulaire
sous-jacente. De facon précise :

Lemme 1.5. (lemme clé) v' : B(G) — G étant la 1-cellule de structure de
la B-pseudo-algebre U(G, v, i, a), il existe une 2-cellule inversible :

~

r:w—v:BG)—>G

ou la fleche w satisfait les axiomes d’une structure de Iﬁ%—algébre stricte et ou
(Idg,r) : U(G,v,i,a) — (G, w,id,id) est une fleche de B-Ps-Alg.

La construction de r se fait par induction. Mais I'ingrédient essentiel
qui permet cette induction est la pureté de la monade B. Nous allons donc
maintenant expliquer ce que nous entendons par la.
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1.2 Prérequis en théorie des monades cartésiennes

(voir [4],[61,[71,[15],[23])

e Placons nous tout d’abord dans une catégorie C a limites a gauche
finies, munie d’une monade cartésienne M = (M, 7, ). On constate que le
diagramme suivant :

M (1) 2 hr2er) 2 a3 (1)

est sous-jacent a une catégorie interne dans C. Dans ce qui suit, cette catégorie
interne jouera un role central, c’est pourquoi nous la baptisons la catégorie
des “décompositions de M” et la notons Dec(M). En fait Dec(M) est sous-
jacente a une catégorie interne dans M- Alg. Elle s’écrit :

M1 123781
“ Mm NI
(M (1), ) —= (M?(1), pary) = (M3(1), pips1)
(\M!/ M?2!

On peut aussi la voir comme une une M—algébre stricte. On la notera
alors Dec(M).

EZ(emple 1.6. : Lorsque, sur Ens, Ml = Mo (la monade des monoides)
Dec(M) est la catégorie simpliciale algébriste.

e Sion désigne par Jy : M-Alg, < M-Alg I'inclusion de la 2-catégorie
des algebres strictes et morphismes stricts sur M dans la 2-catégorie des
algebres strictes et des morphismes laxs. Alors DAec(M) est I’objet libre,
pour Jy, associé a I’objet terminal I. En appliquant ce résultat a la monade
Mo, sur Ens, on retrouve le fait que la catégorie simpliciale algébriste est le
monoide classifiant. Dans [5] une proprité universelle analogue a été montrée
pour la catégorie globulaire () des arbres (ou dans ce cas M = w).

e Plus généralement, si K est une 2-catégorie et S une 2-monade sur K,
dans des conditions tres faibles (voir [6]) le foncteur inclusion
S-Algs < S-Alg, admet un 2-adjoint 2 gauche (—)J. Si on note les com-
posantes de 1’unité et de la co-unité de cette 2-adjonction sur une S-algebre

stricte A par :
pa:A— AL qa AL — A
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(Notons que p4 est un morphisme lax de S-algebres et ¢4 est strict) alors on

a une adjonction
qA

AT A
—
pa
dans S-Alg; avec une identité comme co-unité. Ainsi, dans le contexte d’une
monade cartésienne sur M, le morphisme n; : 1 — (1);{41 est ’adjoint a droite
de I'unique morphisme allant dans 1’autre sens.

1.3 Monades concretes syntaxiques

e Placons-nous maintenant dans la nouvelle situation suivante :
On se donne une catégorie concrete (C, U) (c.a.d. C est une catégorie et
U : C — Ens est un foncteur fidele) et sur C une monade M.

Définition 1.7. : On dit que (C, U, M) est une monade concréte cartésienne
Si:

- (C, U) est une catégorie concrete ou C est a limites a gauche finies,

- M est une monade cartésienne sur C,

- U, en plus d’étre fidele, préserve les produits fibrés.

Dans ce cas, on note U Dec(M) la catégorie donnée par :

Upa Upari
oM 1) L) P as ()
m!/ UM?2!

Exemple 1.8. : Supposons que M soit la monade associée a une opérade
globulaire et que U soit défini par

U :[GI? Ens] — Ens, X HX”

neN

alors on obtient ainsi une monade cartésienne concrete et

- un objet de U Dec(M) est une opération de I’opérade correspondante,

- un morphisme o — [ dans UDec(M) est une décomposition (d’ou le
choix de la dénomination U Dec(M)) de I’opération « par le résultat d’une
substitution d’une suite d’opérations dans 1’opération (5.
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En reprenant ce qui précede, on obtient une adjonction

U()
U(1) — 1L UDec(M)

dans Cat . Remarquons que U(1) est une catégorie discréte. Or, pour
une catégorie C, se donner une adjonction D 3 C ou D est une catégorie
discrete, cela revient a se donner un choix d’objet final dans chaque compo-
sante connexe de C. On peut donc envisager la situation suivante :

Définition 1.9. : 1) Notons Cat,, la catégorie dont les objets sont les catégo-
ries équipées d’un choix d’objet final pour chacune de ses composantes
connexes et dont les morphismes sont les foncteurs préservant les choix
d’objets finaux. Appelons ct-catégorie un objet de Cat,, et ct-foncteur un
morphisme de Cat,;.

2) Pour chaque A € |Cat| et x € |A| on note ¢, le choix d’objet final dans
la composante connexe de z et par 7, : * — t, ’'unique morphisme.

3) On note CC'Mnd la catégorie dont les objets sont les monades cartésiennes
concrétes. Un morphisme (C, U, M) — (C', U’,M’) se compose d’un fonc-
teur F' : C — C’ qui préserve les produits fibrés et satisfait U'F' = U et une
transformation naturelle ¢ : F'AM — M'F faisant de (F, ¢) un op-foncteur
entre monades dans le sens de R.Street [19].

Exemple 1.10. : Notons N> I’ensemble partiellement ordonné dont les €1€-
ments sont les entiers strictement positifs et dont 1’ordre est donné par >.
Alors 1 € N est I'unique objet final et N> peut étre considéré comme une
ct-catégorie.

Proposition 1.11. : L’application (C, U, M) — U Dec(M) est la composante
sur les objets d’un foncteur CC'Mnd — Cat,,.

Définition 1.12. : 1) Une monade concrete cartésienne (C, U, M) est dite
syntaxique si UDec(M) est un ensemble ordonné et si, en plus, elle est
équipée d’un ct-foncteur conservateur A : UDec(M) — N.

2) La relation d’ordre sur U M (1) est appelée la relation de postériorité. Son
ordre opposé (correspondant a U Dec(M)°P) est appelé la relation d’antério-
rité. On la note ”<”. Ainsi, pour ¢,t' € UM (1), on écrira t < t’ s’il existe
une fleche t' — ¢ dans U Dec(M).
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(C,U, M, \) étant une monade concréte cartésienne syntaxique, on cons-
truit, pour chaque C' € |C|, I’application Le : UM (C') — N> définie par
Le = (UM(C) 2L M (1) 2— N* ). On obtient ainsi une transforma-
tion naturelle L : UM — N ou N désigne le foncteur constant sur N.

Proposition 1.13. : Sous les hypotheses precedentes, on a les proprietes sui-
vantes :

(MSl)VC S |C’,\V/.T c U(C), LcUch(l’) =1,

(MS'1)VC € |C|,Vt e UM(C), Lo(t) <1 = Fzx € Une(z) =t,
(MS2)VC € |C|,VT € UM?*(C), Lyc(T) < Le.Upc(T),

(MS2)VC € |C|,NT € UM*(C), Lyc(T) = Lo.Upc(T) =
dHeUM(C), T=UMnc(t),

(M S3) Pour tout C' € |C|, I’application suivante est injective :

(UM'yre, Upe) : UM?(C) — UM(1) x UM(C).

Preuve : (M S1) On montre que, pour tout u € U(1), Uny(u) est le plus
grand élément de sa composante connexe, qui n’est autre que
{0 € UM(1)/U\1(0) = u}.
(M S'1) On utilise le fait que A est conservateur et que 7 est cartésienne.
(M S2) Résulte de la croissance de .
(M S3) On utilise la cartésianité de /.

Remarque 1.14. : On montre dans [17] qu’une monade concrete cartésienne
munie d’une transformation naturelle L : UM — N vérifant les propriétés
(MS1) — (MS3) de la proposition précédente est syntaxique.

Exemples et contre-exemples 1.15. : 1) Les monades [P des prolixes (voir
[3] et [13]) et B de Batanin, sur Glob, munies du foncteur d’oubli cano-
nique

U : Glob — Ens sont des monades concretes cartésiennes. Elles sont aussi
syntaxiques en leur ajoutant 1’application A = L, (voir [17]).

2) La monade Mo des monoides, sur Ens, et la monade w des co-catégo-
ries strictes, sur (Glob, sont carté€siennes. Elles sont aussi concretes cartésiennes
en les munissant de leur foncteur d’oubli évident. Cependant, elles ne peuvent
produire de monade concretes cartésiennes syntaxiques car la fleche
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(M1, 1) - M?(1) — M(1) x M(1) n’est pas un monomorphisme.

1.4 Monades pures

e Avant de poursuivre notre approche des monades pures, rappelons
que, dans une catégorie A quelconque, une fleche f : © — y est dite
indécomposable quand, lors d’une factorisation f = ¢.h, g ou h sont une
identité.

Définition 1.16. : 1) Soit A une ct-catégorie et x € |A|. On dit que x est
primitif quand ce n’est pas un choix d’objet final et I’unique morphisme
T, : & — t, est indécomposable.

2) Une ct-catégorie A est dite pure quand, pour tout x € |A| qui n’est pas
un choix d’objet final, le morphisme 7, : * — ¢, se factorise a travers un
unique objet primitif.

3) Une monade pure est une monade concrete cartésienne syntaxique
(C,U,M, M) telle que la ct-catégorie U Dec(M) est pure.

e Fixons maintenant une monade concrete cartésienne syntaxique
M= (C,UM,\).

Proposition 1.17. : Soit t € UM(1) tel que A(t) > 1. Alors ¢ est primitif
dans U Dec(M) ssi :
VI € UM?*(1), Uy (T) =t =T = Unppi(t) ou T = UMn;(t).

Preuve : - Si t est primitif, soit 7 € UM?(1) tel que U1 (T) = t . Posons
to=Unmn.Ulyn(t) et t' = UM!y,(T). Alors on a la décomposition

(t —to) =(t =t — to).

Comme ¢ — t, est indécomposable, on doit avoir (¢ — t') = id,, dans
UDec(M), ou (t — t') = (t — to) ce qui s’écrit encore T = UMn,(t) ou
Inversement, soit ¢’ € UM (1) tel que ¢ty <t et t’ <t. Soit

T € UM?*(1) tel que t = Upy(T) et t = UM!y(T). Alors, par hy-
pothese, T = Uny(t) (et dans ce cas ¢ = t. Donc t — t' = id;), ou
bien ' = UM (t)(et dans ce cas t' = ¢. Donc t — t' = id;). Ainsi ¢ est
primitif.
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Proposition 1.18. : M est pure ssi :
Vte UM(1),A(t) >1 =310 € UM(1),6 < tetd est primitif.

Preuve : : Immédiat.

Définition 1.19. : Supposons M pure. Pour chaque objet C' € |C| et

t € UM(C) tel que L (t) > 1 alors I’unique élément 6 € UM (1) primitif
tel que UM!c(t) < 0 s’appelle la composante primitive de t et I’'unique
T € UM?*(C) tel que UM!yc(T) = 60 et Uuc(T) =t est appelé la
décomposition primitive de t.

Exemples et contre-exemples 1.20. : (voir [17]) 1) La monade concrete
cartésienne syntaxique (Glob, U, P, ) n’est pas pure.
2) Par contre (Glob, U, B, \) est une monade cartésienne syntaxique pure.

e Nous allons consacrer maintenant le reste de cet article a la démonstra-
tion du théoreme 1.4 ou plus précisément du “lemme clé”.

2. Démonstration du Lemme clé

2.1 Quelques rappels

Notation 2.1. : Au lieu de considérer la catégorie [GI””, Ens|, on préfere,
dans [17] utiliser une catégorie équivalente. C’est la catégorie Glob dont :

- les objets G sont la donnée :

..d’un ensemble G,

.. d’une application dim : G — N ( Pour chaque n € N, notons

G/n = {ce G/ dim(c) > n}),

. d’une famille de couples d’applications (9,,0) : G//p — G)pen,
vérifiant les propriétés suivantes :

(EG1) Ve e G,¥p e N,Vk € [2], dim(c) > p = dim 05(c) = p,

(EG2) Ve € G,Vp,q € N,Vk, k' € 2],

dim(c) >p>q = 8581’;'(0) =9 (c).

- les morphisme g : G — G’ sont des applications ¢ : G — G’ telles que :
(MEG1) Ve € G, dim g(c) = dim(c),

(MEG2) Ve e G,Vp e NVk € [2], dim(c) > p = 0kg(c) = gd(c).

-173 -



J. PENON UNE CLASSE D’EXEMPLES D’00-CATEGORIES FAIBLES...

Remarque 2.2. : En fait, dans [17], les monades P et B sont définies sur
Glob. Nous continuerons donc, par la suite, a utiliser la catégorie Glob plutot
que [GIP, Ens].

e Dans la construction par induction qui va suivre on utilise un matériel
déja donné dans [17]. Résumons succinctement en quoi consiste ce matériel
et ses propriétés essentielles. Mais tout d’abord convenons de noter simple-
ment L ce qu’ on devrait écrire Lg, pour un G € |Glob| quelconque (voir les
quelques lignes précédant 1.13).

Notation 2.3. : Soient G € |Glob| et n,m € N. On pose :
B|'(G) = {a € B(G)/ L(a) < n, dim(a) < m}.

Proposition 2.4. : 1) VG € |Glob|,Vn,m € N, B|""(G) € |Glob|.

2) Pour toute fleche ¢g: G — G’ de Glob, B(g) se factorise par

B|"(G) — B|"(G') dans Glob. En faisant varier g on obtient un sous-
endofoncteur, noté B|™, de B.

Notation 2.5. : Soient G € |Glob| et n,m € N. On pose :
B*[}(G) = {A € B*(G)/ Lug(A) < n, dim(A) < m}.

Proposition 2.6. : 1) VG € |Glob|,Vn,m € N, B?|™(G) € |Glob|.

2) Pour toute fleche g : G — G’ de Glob, B?(g) se factorise par
B?|"™(G) — B?™(G') dans Glob. En faisant varier ¢ on obtient un
sous-endofoncteur, noté¢ B?|™, de BZ.

Proposition 2.7. : Soient G € |Glob| et n,m € N. Alors :
1) ug se factorise par B%|™(G) — B|™(G). On la note pg|™.
2) (B*[)(G) c (BIM*(G).

e Prolongeons maintenant ces constructions a la 2-catégorie
CG = Cat(Glob), ce qui est possible car...

Proposition 2.8. : Pour tout (m,n) € N*, B|™ et B?™ commutent aux
produits fibrés.
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Preuve : - Pour B[ : Soit G’ % H & G une paire de fleches de
méme but dans Glob et K son produit fibré. Onnote 7 : K — G et
7' : K — G’ les projections canoniques et P le produit fibré de la paire
B|™(G') — B|"(H) « B|™(G). On montre que, pour tout a € B(K), on
a I’équivalence suivante :

(B(n')(a), B(m)(a)) € P ssi a € B|(K). Cela entraine que la fleche
canonique B|™(K) — P™ est un isomorphisme car B commute aux
produits fibrés.

- Pour B?|™, on procéde de méme.

Remarque 2.9. : 1) En conséquence, les endofoncteurs B|™ et B?|™ de
Glob induisent deux nouveaux endofoncteurs BTnm et B2Tnm sur CG qui
sont des sous-endofoncteurs de B et B2

2) Comme en 2.7, on constate que, pour tout G € |CG| et tout

(m,n) € N2,

a) fig se factorise par BQW(G) — BTnm(G), on la note fig|}".

b) (B2™)(G) est une sous-catégorie globulaire de (B]™)(G).

Proposition 2.10. : Soient G € |CG| et w: B@(G) — G une fleche de

CG. Alors B(w) BBA]Z‘(G) — B(G) se factorise par
B?"(G) — B|™(G). Onlanote B(w)|".

Preuve : Se vérifie facilement.

2.2 Procédure d’induction

Nous pouvons maintenant commencer la preuve du lemme clé. On se
fixe une w-pseudo-algebre (G, v, i, a) dans CG, comme il est précisé dans le
lemme clé. Il nous faut construire une fleche w : B(G) — G et une 2-cellule
inversible r : w — v’ satisfaisant les conditions voulues. En d’autre termes,
v = U.[;G et 7w — U.I;G doit faire commuter le diagramme suivant dans

-175 -



J. PENON UNE CLASSE D’EXEMPLES D’00-CATEGORIES FAIBLES...

CG(B%(G),G) :

" LR Id e B2
W.pGe — V.06-HUG — = V.UG-Ug

Idj la.bé

w.Bw v.0v.b%
T.B’wj le

S vbe.Br A
v.bg. Bw v.bg.Bv.Bbg

Comme on I’a déja dit, les constructions de w et r se font par induction
et pour cela on construit 3 familles d’applications
(| = BIR(IG]) = G mmere, (FI(w) : BIPFUG) — FI(G)) e
et (r : B['(|G]) = FI(G))@mnenz, par induction sur m + n , de telle
sorte qu’elles satisfassent les conditions suivantes :
(HO) Pour tout m,m',n,n’ € N tels que m' < m, n’ < n, alors
lw™ |, Fl(w™') et v sont les restrictions de |w™|, Fl(w™) et r™
(H1) Pourtout m,n € N, w™ = (jw™|, Fl(w™)) : B|™(G) —» G estun
foncteur globulaire.
(H2) Pourtout m,n € N, 7" : w™ — v.bg.i” est une transformation
naturelle globulaire (ou ;' : B[}'(G) — B(G) est I'injection canonique).
(H3) Pourtout m,n € N, w .B( = w (fg|).
(H4) Pour tout m,n € N, le diagramme suivant commute dans

CG(BY™G),G) :

m
n
~

) e P d - 5o f
W fig| ——v.bg.0" i | ——— v.[ig.b. B}
Id la b2 B
m D, ,mlm 2
w. Bw " v.0v.ba. BT
r?-szwL l
7 rm » m{m 7 » A 7 » mo ,m
v.bg iy Bwy' |3 —— v.bg. Bwy'.j, ——=v. bG v.Bbg.Bi".j7

v.bg.Br)"

ou jm: B2Tnm(G) — EBAW(G) est I’injection canonique.
On obtient finalement w et r en recollant les w;" et les )"
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2.3 Construction de w;" et 7"

e Pour le moment, donnons uniquement les définitions de |w)"|, Fl(w]")
et r]* par induction sur m + n. Nous renvoyons le lecteur a la sous-section
suivante pour la vérification des axiomes (Hg) — (Hy).

e Lecas n = 1:Soit a € B|{*(|G|). Dans ce cas a = ng|(c) ou
¢ € U(G). On pose alors |wi*|(a) = c et
ri'(a) =i(c)"! t e = |v].mg(c) = [v].bigy(a).
Si a € B|"FI(G) onaaussi a = npg(f) ou f € UFI(G). On pose
alors Flw]*(a) = f.

e Le cas m = 0:Onremarque que B|% = B|? et donc, on pose

e Lecas n>1 et m > 0.Soit a € B|*(|G]|) (resp. f € B|I"FI(G)).
-Si L(a) +dim(a) < n+m (resp. L(f )+d1m(f) < n+m) apres avoir
noté n' = L(a) et m' = dim(a) (resp. n’ = L(f) et m' = dim(f)), on
pose :

[wi?l(a) = [wy'|(a) et r;7(a) =¥ (a) (resp. Flwy'(f) = Flwyy (f)).
-Si L(a) +dim(a) = n+m (resp. L(f) + dim(f) = n + m). Alors
L(a) =n et dim(a) =m (resp. L(f) =n et dim(f) = m). Considérons
plusieurs cas :

..cas o a est primitif : Pour chaque k € [2], posons a; = 0% _,(a).Ona

ay € B]m_llG\ et (r™Y(ay),r™ (ay)) € UFIG,,_; , mais aussi
d(rmay), rmag)) = (0}, 1,(921 D(|v].big (a)) (ot d* et d° désignent
le but et la source d’une fleche). Alors G étant stable, on peut poser

ri(a) = ch(|v|.bg|(a), (ri=*(a1), r~*(ag))) (ou ch(—) désigne un choix
d’isomorphisme provenant de la stabilité€ de G) et |w™|(a) = d°7™(a).

..cas o f estprimitif : Pour chaque k € [2], posons a* = d*(f). Les
a® sont eux-méme primitifs et L(a*) = n, dim(a*) = m. Alors on peut

définir Fl(w")(f) comme étant le composé suivant (dans G ) :

Flv.bpic(f)

mi/ .0 7 (a?) 0 1 i (at) ™! mi/ -1
wy'l(a”) |v]-bigi(a®) |v]-bgy(a') lwy'l(a’)

.cas ot a n’est pas primitif : Soit A € B?|G| la décomposition primitive
de a (voir 1.19). On voitque A € BB|™ |G| et Blwi,|(A) € B|™ ,|G|.
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On peut alors poser :
wi?(a) = [wit |- Blwy[(A)

D’un autre cté on voitque Br]" (A) € B[" | FI(G) etque B|v|.Bbg(A)
estdans B|" |G| . On peut alors définir 77"(a) : |wy'|(a) = [v].bg|(a)
comme étant le composé suivant dans G :

o (a)

jw;'|(a) [v]-bg)(a)
Idj Id
wit|-Bluit,|(A) [v]-41161-bg (4)
Flw;”_l.Br;”_l(A)j (a.big (A) 7!
[wit |- Blv]. Bbg|(A) o] wlv]-big (4)
Id

|U|.b\@|.B|U|.Bb|G‘ (A)

..casou f n’estpas primitif : De méme que pour a, on considere
F € B?FI(G) la décomposition primitive de f. On voit encore que
F € BB|" \FI(G) etque BFElw (F) € B|" ,FI(G). On peut alors
poser :
Flw(f) = Flw! ,.BFlw" |(F).

2.4 Fin de la preuve

e Seule cette partie utilise tout le matériel donné dans [17]. Nous ren-
voyons donc le lecteur a la consultation de cet article.

e Le cas n = 1. La vérification des conditions (H0) — (H4) est
longue mais elle se fait sans difficulté (Pour (H4) on utilise un axiome des
pseudo-algebres).

e Le cas m = 0: Les conditions (H0) — (H4) ont déja été vérifiées
car B|° = BJ%.
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eDanslecasou n > 1 et m > 0, il nous faut montrer les conditions
(HO) — (H4).

- (HO) : Se vérifie sans difficulté.

- (H1) :Le cas primitif est long a vérifier mais est sans difficulté parti-
culiere. Pour I’autre cas, soient a € B|"(|G|), k € [2], p € N tels que
p < dim(a) ol a est non-primitif. On considere A € B?G| la
décomposition primitive de a. Alors
OF w7 () = 0wy | Blugt 1[(A) = |w | Bl 1]95(A). Mais
9%(A) € BB|,_,|G| et Bluw)_,|0F(A) € Bl;_,|G|. On en déduit que
g | Blug y[05(A) = [uf_y| Bl ([05(A4) = [uf_,].py1.05(A) =
jwh .05 g (A) = |w)_,].05(a) = |w;'|.0k(a). D’ol I'identité voulue.
De méme lorsque f € B[P FI(G), ona I Flw'(f) = Flw)'d5(f). Les
autres vérifications se font sans difficulté particuliere.

- (H2) : Pour le cas primitif, méme remarque que pour (H1). Pour
lautre cas, soient a € B|"(|G]), k € [2], p € N tels que p < dim(a), ot
a est non-primitif. On considere A € B?|G| la décomposition primitive
de a. On voit déja que dkr(a) =
[a‘l.bfG‘.ﬁ;f(A)] o [ry . Blv|.Bbig).0F(A)] o [Flw]" | .Bri.0F(A)] . Mais
d¥(A) € BB, |G| , Bry_,.05(A) € Bl _FI(G) et
Blv|.Bbg.05(A) € B, _,|G| Donc 9yt (a) =
[a_l.bfG‘.a;f(A)] o [r" | .Blv|.Bbg.05(A)] o [Flw}_,.Bry,_.05(A)] =
)08 (A) = rh_ 1 .0F e (A) = rh_,.0F(a) = r7,.0%(a) . Les autres
vérifications se font sans difficulté particuliere.

- (H3) :Soit A € B*"|G|, on pose a = jug|(A). Le cas ou
L(a)+dim(a) < n+m étantimmédiat, on peut supposer que dim(a) =m
et L(a) =n.

.. Lorsque sym(a) = 0 ou a est primitif, alors A = 7npg(a) ou
A = Bnjg|(a). On vérifie alors la condition voulue dans chacun de ces cas.

.. Lorsque a n’est pas primitif posons « = |A|.Ona a < Blig(a). Alors,
lecasou L(a) =1 étantimmédiat, on peut supposer que L(«) > 1. Soient
o la composante primitive de o et Ay la décomposition primitive de
. Soit aussi A € B3|G| tel que ppg(A) = A et B2lpg(A) = A.
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On vérifie que A € BB?|" ||G|. Posons aussi A’ = Bpug|(A), Afj =
B2w™,|(A) et a = B|wm|( ). On voit alors que ¢ est la composante
primitive de a et A’ est la décomposition primitive de a, mais aussi
A AL € BB|" |G| et a' € B|*(|G|) . De plus «p est la composante
primitive de o’ et A{ estla décomposition primitive de «’. On peut main-
tenant écrire :

|w -y (A) = |wyl(a) = |wiy [ Blwy |(A) =

(Wt |-Blwpt|-Bgylpsi (A) = |wply | Blwp | BBlwy |5, (A) =
lw™ | |.Blw,[(Ap) = |wi|(a’) = |w|.Blw|™(A). De méme, lorsque
F € BY"FI(G), on vérifie que Flw™ . pip|™(F) = Flw™ BFlw™|™(F).

- (H4) :Soit A € B?|7(|G|). On pose encore a = jug|(A). Le cas o
L(a)+dim(a) < n+m étantimmédiat, on peut supposer que dim(a) =m
et L(a) =
.. Lorsque a est primitif, alors A = npg|(a) ou A = Bng|(a). On vérifie
alors la condition voulue dans chacun de ces cas (en utilisant les axiomes
des pseudo-algebres ).

.. Lorsque a n’est pas primitif, reprenons les résultats donnés dans (H3).
Comme précédemment, on peut supposer que L(«) > 1. Alors on a les
identités suivantes

A7 o la.w?|v].bg (A)]efa.big (A)] o [y s (A)] =
A7 o [a.w?v]big (A)] o [a-pue) big (A)] o7t (a)
A }_10[Flv.wa.bm( )ola.wpg. b‘Gl(A)]orff(a)
[Pl Blab)(A)] o [ Bl b (A o [awp.by (A)] o

o [rity-B([v].big) (A)] ™ o a.big (A)].ri(a) =

*2

(A)]

b )(A)] o [Flwy, By, (A")] =
[Flwy” (a-b|2<c,| (A)] o [Flwy' ;. B(ry®y-pue|) (A)] -
[Flwyy.Bryy.B(Jv]. be)(A)] o [Flwyty. BFlwy By (A)] i
[y B(|vl-bg))- B> ([v]-bie) (A)] o [a.by. B*(Jv].bg) ) (A)]
[y B*([v].big ) (A)]o [Flwy? piri. B (A)] =
[riy-B(|v].wlvlbjg ) (A)] ™ o [a.w?|v].bjg (A)]o
[ B(Jv].big))(A)] o [Flwy?. Bri'(A)]

(1) Par un axiome des pseudo-algebres.
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(¥2) Par définitionde " dans le cas non-primitif car A’ estla décomposi-
tion primitive de a.

(%3) Par hypotheése d’induction.

(%4) Par définition de 77" dans le cas non-primitif car B*(|v].big|)(A)
est la décomposition primitive de  B(|v|.bjg|)(A) (lorsque ce dernier est
non-primitif).

On en déduit que

0.8 (A)] © [ ey (A)] = [ Blo]. Blys))(A)] © [Pl Brin(A)] =
[Flv.bgg.Bri(A)] o [r.Blw!™|(A)] qui est I’identité voulue.

e Les trois familles (Jw)'|), (Flw}') et (r7') ayant été construites
et satisfaisant les conditions de (HO0) a (H4) , on construit facilement
un foncteur globulaire w : é(G) — G et une transformation naturelle
globulaire r : w — v.bg vérifiant les conditions voulues, ce qui acheve la

preuve du Lemme clé (voir 1.5).
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