
Résumé. Dans cet article, on trouve les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une matrice carrée positive admet au moins une catégorie finie cor-
respondante. On déduit en corollaire qu’il suffit de vérifier cette condition
pour toute sous-matrice d’ordre ≤ 4.

Abstract. In this paper, we find necessary and sufficient conditions for a po-
sitive square matrix to have at least one corresponding category. A corollary
is that it suffices to verify this condition for every sub-matrix of order ≤ 4.
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1. Introduction

La théorie des catégories étudie les structures mathématiques et les rela-
tions qu’elles entretiennent. Les catégories sont utilisées dans la plupart des
branches mathématiques et dans certains secteurs de l’informatique théo-
rique et en mathématiques de la physique.

L’objectif du présent travail est d’étudier la correspondance entre les ca-
tégories finies d’ordre n et les matrices carrées de taille n. Cette correspon-
dance figure dans plusieurs papiers comme ceux de Leinster et Berger [9]
[5], le papier de Kapranov [8] et les papiers de Fiore, Lück et Sauer [6] [7].
La question abordée ici est de savoir, pour une matrice donnée M , s’il existe
une catégorie A associé à M ou non.

Une catégorie A est dite finie si les ensembles d’objets Ob(A) et flèches
Fl(A) sont finis. Elle est une catégorie aux objets ordonnées si l’ensemble
d’objetsOb(A) est muni d’une relation d’ordre linéaire, permettant d’utiliser
la notation Ob(A) = {x1, ..., xn} où xi < xj si et seulement si i < j.

Une catégorie finie A d’ordre n aux objets ordonnées dont les objets
sont désignés {x1, ..., xn}, donne lieu à la matrice carrée M = mij d’ordre
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n définie par mij = |A(xi, xj)| pour 1 ≤ i, j ≤ n. Cette matrice associée est
notée MA . Changer l’ordre des objets changera la matrice par conjugaison
avec une permutation.

On désigne par Cat(M) l’ensemble des catégories finies aux objets or-
données, à isomorphisme près, qui sont associées à la matrice M . Dans ce
papier nous déterminons l’état de l’ensemble Cat(M), c’est-à-dire, s’il est
vide ou non.

Nous pensons, par ailleurs, que l’étude de l’ensemble Cat(M) va s’avé-
rer intéressante en général. Cette question semble présenter des analogies
avec la classification d’objets géométriques. Le présent papier est un pre-
mier pas dans cette direction. Le fait de trouver des inégalités caractérisant
les matricesM pour lesquelles Cat(M) est non-vide, suggère entre autres de
considérer par la suite la question de la classification des catégories corres-
pondantes à ces matrices dans les cas proches de la limite pour les inégalités.

Pour une catégorie finie ordonnée A, la matrice MA a plusieurs proprié-
tés :

1. Si A,B sont deux catégories finies aux objets ordonnés telles que A
isomorphe à B, alors MA =MB.

2. Si B est une sous-catégorie pleine de A, alors MB est une sous-
matrice régulière (cf page 6) de MA.

3. MAop =
tMA.

Pour faciliter l’étude de Cat(M), on va définir la notion d’une catégorie
finie réduite et une notion correspondante de matrice réduite. Une catégorie
A finie d’ordre n dont les objets sont {x1, . . . , xn} est dite non-réduite s’il
existe deux objets distincts xi et xj (i 6= j) qui sont isomorphes. On dira que
A est réduite si deux objets distincts sont toujours non-isomorphes. On dira
qu’une matrice M est non-réduite s’il existe i 6= j tel que

∀k, Mki =Mkj et ∀k, Mik =Mjk,

cela veut dire que la ligne i égale à la ligne j et la colonne i égale à la co-
lonne j. On dit qu’une matrice M est réduite si elle n’est pas non-réduite.
Ensuite et après cette définition nous démontrons le théorème 2.5 de réduc-
tion dont l’énoncé est le suivant :
—Si M est une matrice non réduite, alors on peut réduire M en une sous-
matrice N réduite telle que Cat(M) 6= ∅ si et seulement si Cat(N) 6= ∅.
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D’après ce qui précède nous pouvons nous restreindre à étudier l’état de
Cat(M) pour une matrice M réduite.

Dans un même ordre d’idées, nous allons partitionner notre matrice en
blocs. SoitA une catégorie finie aux objets ordonnés, on considère la relation
d’équivalence sur Ob(A) définie par :

xiRxj ⇐⇒


HomA(xi, xj) 6= ∅

et
HomA(xj, xi) 6= ∅

Grâce à cette relation, on peut partager la matrice MA en plusieurs blocs.
Illustrons par un exemple—soit M la matrice définie par :

M =


1 1 1 2
1 4 2 9
0 0 1 1
0 0 2 5

.

On aura (d’après notre critère ci-dessous) que Cat(M) 6= ∅, c’est-à-dire qu’il
existe une catégorie A associée à M . La relation R aura deux classes d’équi-
valence : Ob(A)/R = {λ, β} et on pourra écrire Ob(A) = {λ0, λ1, β0, β1}.
On appellera(

1 1
1 4

)
un bloc associé à λ,

(
1 2
2 9

)
un bloc associé à λ vers β,

(
1 1
2 5

)
un bloc associé à β, et

(
0 0
0 0

)
un bloc associé à β vers λ.

La relation d’équivalence ne dépend que de la matrice MA, et on note
que siMA est strictement positive alors il n’y a qu’une seule classe d’équiva-
lence. Dans le cas ou des entrées deMA s’annulent, il convient de considérer
non seulement la relation d’équivalence mais aussi une relation d’ordre. On
définit la notion d’acceptabilité d’une matrice :

Définition 1.1. SoitM = (mij)1≤i,j≤n) ∈Mn(N). On définit deux relations
sur {x1, ..., xn} par rapport à M par :

1. xiGMxj si mij > 0.
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2. xiRMxj si xiGMxj et xjGMxi.
On dira que M est acceptable si et seulement si la relation GM est à la fois
réflexive et transitive et la relationRM est une relation d’équivalence.

SiM est acceptable alors, les classes d’équivalence deRM seront notées
λ, µ, . . .. Les objets dans ces classes seront notes λi . . ..
D’autre part, on définit la relation d’ordre sur les classes d’équivalence par :
λ ≥ µ si et seulement si λiGMµ

j pour tous λi ∈ λ et µj ∈ µ.
On note λ > µ si λ ≥ µ et λ 6= µ.

Voici maintenant un résumé des résultats de classification, les démons-
trations desquels se trouvent dans les sections 5 et 6.
Soit M = (mij) ∈ Mn(N) est une matrice réduite, alors nous avons deux
cas :
1. Si M est strictement positive :

1. Si mii > 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors Cat(M) 6= ∅, voir [5].

2. S’il existe au moins une i′ tel que mi′i′ = 1 dans ce cas on a deux
possibilités :

(a) si i′ est le seul indice que mi′i′ = 1,

alors Cat(M) 6= ∅ si et seulement si
{
mii > mi1m1i ∀i > 1
mij ≥ mi1m1j ∀i, j >1

(b) s’il existe d’autres indices {i1, i2, . . .} différents de i′ tel que ;
mi1i1 = mi2i2 = ... = 1 alors Cat(M) = ∅.

2. Si M est une matrice positive réduite, on utilise la partition de la matrice
en classes d’équivalence et la notion d’acceptabilité (Définition 1.1). Noter
que Cat(M) = ∅ si les conditions du paragraphe précédent ne sont pas res-
pectées sur les blocs diagonaux ; en supposant qu’elles le sont, on introduit la
notation suivante. On dira que λ ∈ U si λ est une classe d’équivalence conte-
nant un objet, qui sera noté λ0, tel que M(λ0, λ0) = 1. On dira λ ∈ V sinon,
et les autres objets seront notés λ1, λ2, . . .. Avec ces notations, le critère pour
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l’existence d’une catégorie est :

Cat(M) 6= ∅ ⇔



M acceptable
M(λi, λi) ≥ a(λi)b(λi) + 1 ∀λ ∈ U , i ≥ 1
M(λi, λj) ≥ a(λi)b(λj) ∀λ ∈ U
M(λi, µj) ≥ M(λi, µ0) ∀λ>µ, µ ∈ U
M(λi, µj) ≥ M(λ0, µj) ∀λ>µ, λ ∈ U
M(λi, µj) ≥ M(λ0, µj) +M(λi, µ0)

−M(λ0, µ0) ∀λ ≥ µ ∈ U

avec a(λi) :=M(λi, λ0) et b(λj) :=M(λ0, λj).

Si M est une matrice non-réduite, on utilise le théorème de réduction 2.5
pour obtenir la sous-matrice réduite N de M , telle que Cat(M) et Cat(N)
ont le même état. Alors, on a maintenant une matrice réduite N qu’on peut
étudier d’après ce qui précède.

Par inspection de la forme des conditions ci-dessus, nous remarquons
dans Corollaire 6.4 qu’une matrice M est catégorique, si et seulement si
pour toute sous-matrice régulière N de M , d’ordre ≤ 4, on a que N est
catégorique.

2. Matrices et leurs catégories

Définition 2.1. Une catégorie finie est une catégorie ayant un ensemble fini
d’objets et un ensemble fini de flèches, voir [1].

Définition 2.2. La notion de semi-catégorie est obtenue de la définition de
catégorie en supprimant la condition que pour chaque objet il existe une
identité.
Si nous avons un ensemble non-vide U ⊂ Ob(A) tel qu’il existe idx pour
x ∈ U , mais qu’il n’existe pas nécessairement un idx pour x 6∈ U , alors on
dit que A (ou (A,U)) est une semi-catégorie partiellement unitaire.

Le rajout formel d’identités permet de passer d’une semi-catégorie par-
tiellement unitaire à une catégorie, voir la propriété 2.1(6) ci-dessous.
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On note parMn(N) l’ensemble des matrices carrés d’ordre n dont les co-
efficients sont des entiers naturels. Soit A une catégorie finie avec Ob(A) =
{x1, x2, ..., xn}, on définit sa matrice MA = (mi,j) ∈Mn(N) par

mi,j :=| HomA(xi, xj) |

qui est le cardinal de l’ensemble des flèches de source xi et de but xj , voir [2].

Définition 2.3. Soit M ∈Mn(N), on dit que M est une matrice catégorique
[2] s’il existe une catégorie finie A d’ordre n tel que M =MA.
On note Cat(M) = {A catégorie finie d’ordre n/M =MA}.
Donc, M est catégorique si et seulement si Cat(M) 6= ∅.

Si M ∈ Mn(N) et N ∈ Mk(N) on dit que N = (nuv) est une sous-
matrice régulière de M = (mij) s’il existe un sous-ensemble ordonné

{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}

tel que nuv = miuiv . On pourra noter que M ′ ∈ Mn(N) est une sous-
matrice régulière de M , si et seulement si M ′ est conjugué de M par une
permutation.

SiA est une catégorie finie d’ordre n aux objets ordonnés, et siB ⊂ A est
une sous-catégorie pleine, muni elle-même d’un ordre qui peut être différent
de l’ordre induit de A, alors MB est une sous-matrice régulière de MA.

2.1 Quelques propriétés de Cat(M)

Soit M une matrice dansMn(N), on va étudier le phénomène de savoir
siM est une matrice catégorique ou non. Voilà d’abord quelques propriétés :

1. Cat(M) 6= ∅ si et seulement si Cat( tM) 6= ∅.
En effet : Si A ∈ Cat(M) alors on peut considérer la catégorie oppo-
sée Aop ∈ Cat( tM) voir [4].

2. Soit M = (mij)1≤i,j≤n une matrice carrée dont les coefficients sont
des entiers naturels strictement positifs avec mii ≥ 2 pour tout 1 ≤
i ≤ n, alors Cat(M) 6= ∅ voir [5, Lemma 4.1].
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3. Pour toute N sous-matrice régulière de M
Cat(M) 6= ∅ implique Cat(N) 6= ∅.
En effet : si N est une sous-matrice régulière de M alors il existe un
sous-ensemble I = {i1, ..., im} ⊆ {1, ..., n} tel que :

na,b = mia,jb .

Soit A ∈ Cat(M) tel que Ob(A) = {x1, ..., xn}, on prend la sous-
catégorie pleineB dont les objets sont {xi1 , ..., xim}, etB ∈ Cat(N).

4. Soit σ ∈ Sn est une permutation, alors Cat(M) 6= ∅ si et seulement
si Cat(Mσ) 6= ∅ et en plus Cat(M) ∼= Cat(Mσ).
En effet : soit A ∈ Cat(M) alors, Aσ la catégorie définie par :
Ob(Aσ) = Ob(A) et HomAσ(xi, xj) = HomA(xσ(i), xσ(j)).
Donc |HomAσ(xi, xj)| = |HomA(xσ(i), xσ(j))| = mσ(i),σ(j) ce qui
donne Aσ ∈ Cat(Mσ).

5. Si M est catégorique alors elle satisfait à la propriété de transitivité
suivante : si mi,j > 0 et mj,k > 0 alors mi,k > 0. En effet : si
HomA(xi, xj) et HomA(xj, xk) sont non-vides, contenant des élé-
ments notés f et g, alors gf ∈ HomA(xi, xk) donc mi,k > 0.

6. Si (A,U) est une semi-catégorie partiellement unitaire, et si on ra-
joute formellement les identités idx pour x ∈ Ob(A)−U , on obtient
une catégorie A′. La matrice M ′ de A′ est obtenue de la matrice M
de A par M ′

ij =Mij + 1 si i = j avec xi 6∈ U , et M ′
ij =Mij sinon.

La propriété (5) combinée avec la condition évidente mii > 0 consti-
tuent la condition que la matrice M soit acceptable, voir la définition 1.1.
Cette condition, nécessaire pour l’existence d’une catégorie associée, sera
en vigueur partout.

2.2 Dédoublement

Dans le cadre des semi-catégories, avant d’ajouter les unités pour passer
à une catégorie, il pourra être utile de considérer le dédoublement comme
dans [4], qui consiste à rajouter des “doublures” de certains morphismes.

Lemme 2.4. Soit A une semi-catégorie partiellement unitaire avec matrice
M et condition d’unité sur un sous-ensemble d’objets

U ⊂ Ob(A) = {x1, . . . , xn}.
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Soit M ′ une matrice avec M ′
ij ≥ Mij . Supposons que M ′

ij = Mij si xi ∈ U
ou si xj ∈ U , et que M ′

ij = 0 si Mij = 0. Alors il existe une catégorie
partiellement unitaire A′ avec Ob(A′) = Ob(A) ayant des unités sur U ,
dont la matrice est M ′.

Démonstration. On choisit des ensemblesB(xi, xj) de cardinalitéM ′
ij−Mij

disjoints des ensembles de flèches de A, et on pose A′(xi, xj) := A(xi, xj)t
B(xi, xj), muni de l’inclusion ν : A(xi, xj) ↪→ A′(xi, xj). D’après l’hypo-
thèse on peut choisir une fonction φ : B(xi, xj) → A(xi, xj) ce qui fournit
une application notée de même φ : A′(xi, xj)→ A(xi, xj) telle que φ ◦ ν est
l’identité. On définit une semi-catégorie A′ dont les ensembles des flèches
sont ces A′(xi, xj). La composition de A′ est définie par

u · v := ν(φ(u) · φ(v)).

L’associativité de celle-ci est conséquence de l’associativité de A. L’hy-
pothèse que B(xi, xj) = ∅ si xi ou xj sont dans U , implique que pour
xi ∈ U , ν(idxi) agit comme l’identité de xi dans A′, donc A′ est une semi-
catégorie partiellement unitaire avec condition d’unité sur l’ensemble U .
On dira que v ∈ B(xi, xj) ⊂ A′(xi, xj) est une doublure de son image
φ(v) ∈ A(xi, xj).

Exercice : En utilisant ce lemme et la propriété (6), prouver la propriété (2)
et même sa version pour les matrices positives : si M satisfait la propriété de
transitivité (5) et si mii ≥ 2 alors Cat(M) 6= ∅.

2.3 Catégories et matrices réduites

S’il existe deux indices i 6= j tel que xi ∼= xj , alorsA est dite non-réduite
sinon on dit réduite.
D’autre part, s’il existe deux indices i 6= j tels que la ligne i est égale la ligne
j, et la colonne i est égale la colonne j, on dit que M est non-réduite sinon
on dit réduite.
Considérons maintenant la question de réduire une matrice. La réponse est
présentée dans le théorème suivant :

Théorème 2.5. Si M ∈ Mn(N) une matrice non réduite, on peut réduire
M en une sous-matrice N réduite telle que : Cat(M) 6= ∅ si et seulement si
Cat(N) 6= ∅.

ALLOUCH & SIMPSON - CLASSIFICATION DES MATRICES ASSOCIEES AUX CATEGORIES FINIES

- 212 -



Démonstration. Supposons que M est une matrice n × n non-réduite. On
peut définir une rélation d’équivalence sur l’ensemble d’indices {1, . . . , n}
en disant que i ∼ j si pour tout k, mki = mkj et mik = mjk. Celle-ci est sy-
métrique, réflexive et transitive. On obtient donc une partition de l’ensemble
d’indices en réunion disjointe des classes d’équivalence

{1, . . . , n} = U1 t U2 t · · · t Um.

Choisissons un représentant r(a) ∈ Ua pour chaque classe. Dans l’autre
sens, on note c(i) ∈ {1, . . . ,m} l’unique classe telle que i ∈ Uc(i). Donc
c(r(a)) = a et r(c(i)) ∼ i. On obtient une sous-matrice de taille m×m

nab := mr(a),r(b).

Il est à noter qu’on peut faire en sorte que r(a) < r(b) pour a < b : on choi-
sit r(a) le plus petit élément de Ua, et on numérote les classes Ua par ordre
croissant à partir de leur plus petit élément. Dans ce cas N est vraiment une
sous-matrice de M . Noter que N est réduite, puisque les éléments de Ua et
Ub ne sont pas équivalents pour a 6= b. Si A est une catégorie dont la matrice
est M , on obtient une sous-catégorie pleine B ⊂ A qui consiste en les objets
r(a) seulement, pour a = 1, . . . ,m. La matrice de B est N .
On conclut que si M marche, alors N marche. L’équivalence entre i et
r(c(i)) implique que pour tout k on a

mk,i = mk,r(c(i)), mi,k = mr(c(i)),k.

On en déduit que pour tout i, j on a

mi,j = mr(c(i)),j = mr(c(i)),r(c(j)) = nc(i),c(j).

Ceci indique comment aller dans l’autre sens. Supposons que B soit une
catégorie dont la matrice est N . Notons par y1, . . . , ym les objets de B. On
définit une catégorie A avec objets notés x1, . . . , xn en posant

A(xi, xj) ∼= B(yc(i), yc(j)).

Si on veut être plus précis on pourrait définir

A(xi, xj) := {(j, i, β), β ∈ B(yc(i), yc(j))}.
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La composition est la même que celle de B, c.à.d.

(k, j, β)(j, i, β′) := (k, i, ββ′).

De même pour les identités, l’associativité et les règles des identités sont
faciles à vérifier. Donc A est une catégorie.
On a :

|A(xi, xj)| = |B(yc(i), yc(j))| = nc(i),c(j) = mi,j.

Donc A correspond à la matrice M .
De cette discussion on conclut : étant donnée une matrice non-réduite M ,
on peut établir par la construction précédente une sous-matrice N qui est
réduite, telle que M est catégorique si et seulement si N est catégorique.
La sous-matrice N est unique à permutation d’indices près.

En conséquence de ce théorème nous pouvons nous restreindre à la con-
sidération des matrices réduites.

Lemme 2.6. Soit M = (mij) une matrice réduite avec mi,j > 0 pour tout
i, j, et s’il existe i 6= j tels que mi,i = mj,j = 1, alors Cat(M) = ∅.

Démonstration. On suppose que Cat(M) 6= ∅ alors il existe une catégorie
A associée à M , et comme M est réduite alors A est réduite.
D’autre part, on a mi,j > 0 et mji > 0 ce qui donne A(xi, xj) 6= ∅ et
A(xj, xi) 6= ∅, alors il existe f ∈ A(xi, xj) et g ∈ A(xj, xi) ; donc fg = idxj
et gf = idxi car |A(xi, xi)| = mii = 1 et |A(xj, xj)| = mjj = 1. Alors
xi ∼= xj et A est non-réduite, il y a contradiction donc Cat(M) = ∅.

3. Exemples

3.1 Exemples sur matrice carrée d’ordre 2

1. Soit M la matrice suivante :

M =

(
1 2
0 2

)
.

On trouve A2 la catégorie dont les objets sont les deux ensembles
x1 = {1} et x2 = {1, 2} et les morphismes sont les applications in-
jectifs, on remarque que MA2 =M et 2× 1 ≥ 0× 2.
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2.

Soit M =

(
1 1
1 1

)
et soit A une catégorie du schéma suivant :

Nid 88

f(x)=x+1
,, N∗ idgg

g(y)=y−1
ll

On trouve que A est une catégorie associée à M c.à.d A ∈ Cat(M).
3.

Soit M =

(
1 2
2 1

)
, on trouve que Cat(M) = ∅.

C’est le lemme 2.6. Explicitement, s’il existe une catégorie dans
Cat(M) dont les objets sont {x, y} et les morphismes sont définis
par : A(x, x) = {idx}, A(y, y) = {idy}, A(x, y) = {f1, f2} avec
f1 6= f2, et A(y, x) = {g1, g2} avec g1 6= g2. On remarque que
figj = idy et gjfi = idx pour tout i,j ∈ {1, 2} alors :
g1(f1g2) = g1idy = g1 = (g1f1)g2 = idxg2 = g2, une contradiction
donc A n’existe pas et Cat(M) = ∅.

3.2 Exemple sur matrice carrée d’ordre 3

M =

 1 1 1
1 2 1
1 1 2

 ,

M est une matrice catégorique et M =MA.
A est définit par le schéma suivant :

x2YY

f12

f22

��
1 66

f23 //

f21

!!

x3
f32

oo
f31

}}

1

��
f33hhEE

f13
x11 66

Avec fjk ◦ fij = fik pour tout i, j ∈ {1, 2, 3}
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4. Partition d’une matrice

4.1 Relation d’équivalence sur les objets, et notations

Pour faciliter le travail, on va construire une nouvelle notation pour une
catégorie. Soit A une catégorie finie aux objets ordonnés, on définit une re-
lation d’équivalence sur l’ensemble Ob(A) = {x1, . . . , xn} :

xiRxj ⇐⇒


|HomA(xi, xj)| = mij > 0

et
|HomA(xj, xi)| = mji > 0

Elle est différente de celle utilisée dans la preuve du théorème 2.5 ci-dessus.
On trouve que R est une relation d’équivalence et ne dépend que de la ma-
trice MA. Le fait qu’elle soit une relation d’équivalence est une conséquence
de la propriété de transitivité 2.1 (5) que nous devons supposer sur les ma-
trices. Par la définition 1.1, M est dite acceptable (condition nécessaire pour
l’existence d’une catégorie associée) si cette propriété de transitivité et la
condition évidente mii ≥ 1 sont satisfaites.

CommeR est une relation d’équivalence, alors

Ob(A)/R = {U1, ..., Up, V1, ..., Vq} = U
⋃
V

avec Ui les classes qui contiennent au moins un objet x = ar tel que mr,r =
1, et Vj les classes qui ne contiennent aucun y = as tel que ms,s = 1.
Nous supposons que la matrice est réduite. Par le lemme 2.6, les classes Ui
contiennent exactement un objet x = ar tel que mr,r = 1.

On notera maintenant par λ, µ etc. les classes d’équivalence. On notera
les objets de la classe λ par λ0, . . . , λ|λ|−1 pour λ ∈ U , ou bien λ1, . . . , λ|λ|

pour λ ∈ V . Pour λ ∈ U , l’objet λ0 est celui où M(λ0, λ0) = 1.
L’ensemble des classes est muni d’un ordre partiel tel que λ ≥ µ quand

M(λi, µj) > 0, l’axiome d’ordre est garanti par la condition 2.1 (5). De
même le fait que la relation d’ordre est bien définie indépendamment du
choix des représentants λi et µj est conséquence de 2.1 (5). Cette relation
d’ordre ne dépend que de la matrice MA.

On établira la notation µjλiX pour les morphismes dansHomA(λ
i, µj).

A noter que l’ordre des objets µj et λi est inversé, ceci a pour but de rendre
plus lisible les formules de composition.
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On commence avec les notations pour les morphismes λjλiX . D’abord,
pour l’identité on écrira λiλiI (pas besoin d’exposant car il n’y a qu’une
seule identité pour chaque objet λi).

Ensuite, on aura des morphismes dont les notations peuvent être de la
forme λjλiF u,v.

Par exemple, pour λ ∈ U , nous posons

a(λi) := |HomA(λ
i, λ0)| et b(λj) := |HomA(λ

0, λj)|.

On note par λ0λiG1,u les différents morphismes de λi vers λ0 pour 1 ≤ u ≤
a(λi). De même on note par λjλ0Gv,1 les différents morphismes de λ0 vers
λj pour 1 ≤ v ≤ b(λj).

Nous allons prouver ci-dessous que si MA =M = (mi,j) alors,

mii > m1imi1 et mij ≥ mi1m1j avec i 6= j.

En fait, on va montrer que les morphismes

λjλiGv,u := λjλ0Gv,1 ◦ λ0λiG1,u

sont distincts, et différents de l’identité. Ceci permettra d’utiliser cette nota-
tion pour les désigner.

En particulier pour i = 0 il n’y a que u = 1, pour j = 0 il n’y a que
v = 1. On fera la convention que

λ0λ0G1,1 = λ0λ0I

est l’identité ; cependant pour i > 0 on a

λiλiG1,1 6= λiλiI.

Pour λ ∈ U et soit i = 0, soit j = 0, ces morphismes sont les seuls
morphismes.

Pour i, j ≥ 1, et dans tous les cas λ ∈ V , on peut avoir en plus d’autres
morphismes avec une notation comme par exemple λjλiHk, pour

1 ≤ k ≤M(λi, λj)− a(λi)b(λj) si i 6= j

ou pour
1 ≤ k ≤M(λi, λj)− a(λi)b(λj)− 1 si i = j.
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Ce nombre de morphismes supplémentaires peut être égal à 0. Ces Hk s’oc-
cupent de la technique “d’ajouter des morphismes” du lemme 2.4.

On considère maintenant les morphismes dans le cas λiµj avec λ > µ
(c.à.d,M(λi, µj) > 0 pour tous i, j), et en supposant par exemple que λ, µ ∈
U . Il y aura les types de morphismes suivants : µjλiAk, λiµjBk, µjλiCk,
µjλiDk, avec :
–pour µjλiAk, 1 ≤ k ≤M(λ0, µ0) ;
–pour µjλiBk, 1 ≤ k ≤M(λi, µ0)−M(λ0, µ0) ;
-pour µjλiCk, 1 ≤ k ≤M(λ0, µj)−M(λ0, µ0) ; et
-pour µjλiDk, 1 ≤ k ≤M(λi, µj)−M(λi, µ0)−M(λ0, µj) +M(λ0, µ0).

Voir Section 6 pour plus de details.

4.2 Blocs d’une matrice

Soit M ∈ Mn(N) tel que M une matrice catégorique c.à.d il existe une
catégorie A ∈ Cat(M), d’après 4.1 alors Ob(A)/R = {λ, β, ...}.
Soient λ, β ∈ Ob(A)/R, on dit qu’un bloc associé à λ c’est la sous-matrice
qui consiste des modules de morphismes de la forme λjλiZ pour tout i, j ≤
|λ|, et un bloc associé à λ vers β le sous-matrice qui consiste des modules
des morphismes de la forme βjλiZ pour tout i ≤ |λ| et j ≤ |β|.
Par exemple : Soit M une matrice définie par :

M =


1 b c d a
e f k l n
0 0 1 x 0
0 0 q m 0
r y z t s

 , avec a, b, c, d, e, f, k, l,m, n, q et x ∈ N∗

On va voir après que M peut être catégorique, dans ce cas il existe A ∈
Cat(M) avec Ob(A)/R = {λ, β} et Ob(A) = {λ0, λ1, λ2, β0, β1}. On a 1 b a

e f n
r y s

 un bloc associé à λ,

 c d
k l
z t

 un bloc associé à λ vers β,

(
1 x
q m

)
un bloc associé à β,

(
0 0 0
0 0 0

)
un bloc associé à β vers λ.
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5. Etude des matrices strictement positives

5.1 Etude des matrices strictement positives d’ordre 2

Théorème 5.1.

Soit M =

(
a b
c d

)
, une matrice réduite avec a, b, c et d ∈ N∗

Cat(M) 6= ∅ si et seulement si


a, d > 1

ou
a ≥ bc+ 1 et d = 1

ou
d ≥ bc+ 1 et a = 1.

Si Cat(M) 6= ∅ et a = 1, alors il existe une catégorieA tel queM =MA.
Noter que si M est réduite, alors A est réduite en particulier d > 1, sinon,
alors a = d = 1 donne que les deux objets x1 et x2 sont isomorphes, contra-
diction.
Comme b, c, d > 0 ce qui donne, Ob(A) = {λ0, λ1} et les morphismes sont
données par 4.1 :

A(λ0, λ0) = {idλ0}
A(λ1, λ1) = {idλ1 , λ1λ1Km/1 ≤ m ≤ d− 1} pour l’instant
A(λ0, λ1) = {λ1λ0Gv,u/1 ≤ u ≤ a(λ0) = 1, 1 ≤ v ≤ b(λ1) = b}

= {λ1λ0Gv,1/1 ≤ v ≤ b}
A(λ1, λ0) = {λ0λ1Gv,u/1 ≤ u ≤ a(λ1) = c, 1 ≤ v ≤ b(λ0) = 1}

= {λ0λ1G1,u/1 ≤ u ≤ c}
D’abord on a quelques remarques :

1. Il n’existe pas u, v tel que (λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u) = idλ1
On pose qu’il existe u et v tel que : (λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u) = idλ1 , et
on choisit λ1λ1Km 6= idλ1 , on a

(λ1λ0Gv,1) = (λ1λ0Gv,1)
[ idλ0︷ ︸︸ ︷
(λ0λ1G1,u)(λ1λ1Km)(λ1λ0Gv,1)

]
=

[
(λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u)︸ ︷︷ ︸

idλ1

][
(λ1λ1Km)(λ1λ0Gv,1)

]
= (λ1λ1Km)(λ1λ0Gv,1).
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Donc[
(λ1λ1Km)(λ1λ0Gv,1)

]
(λ0λ1G1,u) = (λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u)

= idλ1

= (λ1λ1Km)
[
(λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u)

]
= (λ1λ1Km) contradiction.

2. Si (λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u) = (λ1λ0Gq,1)(λ0λ1G1,p), alors p = u et
q = v. En effet,

(λ1λ0Gq,1) = (λ1λ0Gq,1)
[
(λ0λ1G1,p)(λ1λ0Gq,1)

]
=

[
(λ1λ0Gq,1)(λ0λ1G1,p)

]
(λ1λ0Gq,1)

=
[
(λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u)

]
(λ1λ0Gq,1)

= (λ1λ0Gv,1)
[
(λ0λ1G1,u)(λ1λ0Gq,1)

]
= (λ1λ0Gv,1).

De même,

(λ0λ1G1,p) =
[
(λ0λ1G1,p)(λ1λ0Gq,1)

]
(λ0λ1G1,p)

= (λ0λ1G1,p1)
[
(λ1λ0Gq,1)(λ0λ1G1,p)

]
= (λ0λ1G1,p)

[
(λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u)

]
=

[
(λ0λ1G1,p)(λ1λ0Gv,1)

]
(λ0λ1G1,u)

= (λ0λ1G1,u).

Ces remarques donnent la formule d− 1 ≥ bc c.à.d d ≥ bc+ 1.
Elles permettent également d’établir la notation

(λ1λ1Gv,u) := (λ1λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u),

avec les (λ1λ1Gv,u) distincts et différents de l’identité pour 1 ≤ u ≤ c et
1 ≤ v ≤ b. On pourrait donc écrire

A(λ1, λ1) =

{idλ1 , λ1λ1Gv,u/1 ≤ u ≤ c et 1 ≤ v ≤ b, λ1λ1Kp/1 ≤ p ≤ d− (bc+ 1)}.
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A noter qu’on a (λ1λ1Gv,u)(λ1λ1Gq,p) = (λ1λ1Gv,p), la preuve étant simi-
laire à celle de la remarque 2 ci-dessus.

Dans l’autre sens, on a deux cas :
Si a > 1 et d > 1 alors Cat(M) 6= ∅ (voir [5]).
Si a = 1 et d ≥ bc+ 1, on prend la catégorie A dont les objets sont {λ0, λ1}
et les morphismes sont définis par :

A(λ0, λ0) = {idλ0}
A(λ0, λ1) = {λ1λ0Gv,1/1 ≤ v ≤ b}
A(λ1, λ0) = {λ0λ1G1,u/1 ≤ u ≤ c}
A(λ1, λ1) = {idλ1} ∪ {λ1λ1Gv,u/1 ≤ u ≤ b et 1 ≤ v ≤ c}

∪ {λ1λ1Kp/1 ≤ p ≤ d− (bc+ 1)}.

La loi de composition est définie par :

(λpλjGv,u)(λjλiGm,n) = (λpλiGv,n)

(λ1λ1Ki ) (λ1λjGv,u) = (λ1λjG1,u)

(λjλ1Gv,u) (λ1λ1Ki ) = (λjλ1Gv,b)

(λ1λ1Ki ) (λ1λ1Ki′ ) = (λ1λ1G1,b)

(pour s’amuser on a pris Ki des doublures de G1,b, mais on aurait pu dédou-
bler G1,1 ou autre). On vérifie que A est une catégorie en effet :[
(λqλpGy,x)(λpλjGv,u)

]
(λjλiGm,n)=(λqλjGy,u)(λjλiGm,n)=(λqλiGy,n)

= (λqλpGy,x)(λpλiGv,n) = (λqλpGy,x)
[
(λpλjGv,u)(λjλiGm,n)

]
,[

(λ1λ1Ks)(λ1λjGv,u)
]
(λjλiGv′,u′)=(λ1λjG1,u)(λjλiGv′,u′)=(λ1λiG1,u′)

= (λ1λ1Ks)(λ1λiGv,u′) = (λ1λ1Ks)
[
(λ1λjGv,u)(λjλiGv′,u′)

]
,[

(λjλ1Gv,u)(λ1λ1Ks)
]
(λ1λiGv′,u′)=(λjλ1Gv,b)(λ1λiGv′,u′)=(λjλiGv,u′)

= (λjλ1Gv,u)(λ1λiG1,u′) = (λjλ1Gv,u)
[
(λ1λ1Ks)(λ1λiGv′,u′)

]
,[

(λ1λ1Ks)(λ1λ1Ks′)
]
(λ1λ1Ks′′)=(λ1λ1G1,b)(λ1λ1Ks′′)=(λ1λ1G1,b)

= (λ1λ1Ks)(λ1λ1G1,b) = (λ1λ1Ks)
[
(λ1λ1Ks′)(λ1λ1Ks′′)

]
.

Donc Cat(M) 6= ∅.
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5.2 Etude des matrices strictement positives d’ordre 3

Soit M =

 1 a b
c n m
p q r

 , une matrice réduite dansM3(N∗).

Alors, Cat(M) 6= ∅ si et seulement si


q ≥ ap
m ≥ bc
r ≥ bp+ 1
n ≥ ac+ 1.

Si Cat(M) 6= ∅, alors r ≥ bp+ 1 et r ≥ bp+ 1, voir 2.1 (3) et 5.1.

Remarque :
Si (λ2λ0Gv,1)(λ0λ1G1,u) = (λ2λ0Gv′,1)(λ0λ1G1,u′) alors (u, v) = (u′, v′).

On a
[
(λ0λ2G1,x)(λ2λ0Gv,1)

]
(λ0λ1G1,u) = idλ0(λ

0λ1G1,u) = (λ0λ1G1,u)

=
[
(λ0λ2G1,x)(λ2λ0Gv′,1)

]
(λ0λ1G1,u′) = idλ0(λ

0λ1G1,u′) = (λ0λ1G1,u′),

et (λ2λ0Gv,1)
[
(λ0λ1G1,u)(λ1λ0Gx,1)

]
= (λ2λ0Gv,1)idλ0 = (λ2λ0Gv,1)

= (λ2λ0Gv′,1)
[
(λ0λ1G1,u′)(λ1λ0Gx,1)

]
= (λ2λ0Gv′,1)idλ0 = (λ2λ0Gv′,1).

Ce qui donne, (u, v) = (u′, v′).
Cette remarque donne que m ≥ bc, de même pour q ≥ ap. Cela termine la
démonstration de l’implication directe.

Dans l’autres sens, si on a q ≥ ap, m ≥ bc, r ≥ bp+ 1 et n ≥ ac+ 1 on
va démontrer que Cat(M) 6= ∅.
On définit une catégorieA dont les objets sont {λ0, λ1, λ2} et les morphismes

ALLOUCH & SIMPSON - CLASSIFICATION DES MATRICES ASSOCIEES AUX CATEGORIES FINIES

- 222 -



sont définis par :

A(λ0, λ0) = {idλ0},
A(λ0, λ1) = {λ1λ0Gv,1/1 ≤ v ≤ a}
A(λ1, λ0) = {λ0λ1G1,u/1 ≤ u ≤ c}
A(λ0, λ2) = {λ2λ0Gv,1/1 ≤ v ≤ b }
A(λ2, λ0) = {λ0λ2G1,u/1 ≤ u ≤ p}
A(λ2, λ1) = {λ1λ2Gv,u/1 ≤ u ≤ a, 1 ≤ v ≤ p}

∪ {λ1λ2M1, ..., λ1λ2M (q−ap) }
A(λ1, λ2) = {λ2λ1Gv,u/1 ≤ u ≤ b, 1 ≤ v ≤ c }

∪ {λ2λ1H1, ..., λ2λ1H(m−bc) }
A(λ2, λ2) = {idλ2} ∪ {λ2λ2Gv,u/1 ≤ u ≤ b, 1 ≤ v ≤ p}

∪ {λ2λ2N1, ..., λ2λ2N (r−bp−1) }
A(λ1, λ1) = {idλ1} ∪ {λ1λ1Gu,v/1 ≤ u ≤ a, 1 ≤ v ≤ c}

∪ {λ1λ1K1, ..., λ1λ1K(n−ac−1)}.

On utilisera la notation idλ0 = λ0λ0G1,1. En revanche, les idλ1 et idλ2 ne
sont pas produits d’autres morphismes et agissent comme l’identité. Pour les
autres morphismes, la loi de composition interne est définie par :
(λkλjGv,u)(λjλiGy,x) = (λkλiGv,x)

(λ1 λ1Kt)(...) = (λ1λ1G1,a )(...) , (λ2λ2N i)(.....) = (λ2λ2G1,b)(.....)

(.....)(λ1λ1Ki) = (.....)(λ1λ1G1,a) , (.....)(λ2λ2N i) = (.....)(λ2λ2G1,b)

(λ2λ1H i)(......) = (λ2λ1G1,b)(......) , (λ1λ2M i)(......) = (λ2λ1G1,a)(......)

(......)(λ2λ1H i) = (......)(λ2λ1G1,b) , (......)(λ1λ2M i) = (......)(λ1λ2G1,a)

L’idée de cette construction est de construire d’abord une semicatégorie par-
tiellement unitaire (avec seulement l’identité de λ0, associée à la matrice 1 a b

c ac bc
p ap bp


et dont les seuls morphismes sont (λkλjGv,u). Ensuite, on étend celle-ci en
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une semicatégorie partiellement unitaire associée à la matrice 1 a b
c n− 1 m
p q r − 1


en rajoutant les morphismes λ1 λ1Kt, λ2λ2N i, λ2λ1H i et λ1λ2M1 qui sont
les “doublures” de λ1 λ1G1,a, λ2λ2G1,b, λ2λ1G1,a et λ1λ2G1,b respective-
ment, à la manière du lemme 2.4. Enfin, on rajoute formellement les identités
idλ1 et idλ2 .

Cette description permet de vérifier l’associativité, sinon on peut le faire
explicitement. Dans le cas d’une matrice d’ordre 2 ci-dessus (5.1), on a vu
les équations d’associativité qui correspondent aux morphismes (G,K,N),
donc il reste à vérifier les équations associés aux (G,K,N,H,M) qui sont
résumés dans le schéma ci-dessous avec un morphisme H : λ1 → λ2 (même
idée si on prend M : λ2 → λ1).

λ1

K

  

λ1

λ0
G // λ1

K

��

λ1

H

  

G //

K

>>

λ0

λ2

M

>>

λ2

λi G // λ0 G // λ1 H // λ2 G //

M

GG

N

��

λ0 G // λj

λ1

H

  

λ1

λ0
G // λ2

M

GG

λ2

M

>>

G //

N

  

λ0

λ2

N

>>

λ2
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Nous avons par exemple :.[
(λ1λ2M i)(λ2λ2N j)

]
(λ2λ1Hk) =

[
(λ1λ2G1,b)(λ2λ2G1,b)

]
(λ2λ1G1,a)

= (λ1λ2G1,b)(λ2λ1G1,a) = (λ1λ1G1,a)

= (λ1λ2M i)
[
(λ2λ2N j)(λ2λ1Hk)

]
.

Les autres équations suivent la même idée ; on conclut que Cat(M) 6= ∅.

5.3 Etude des matrices strictement positives d’ordre n

Soit M une matrice réduite dansMn(N∗) tel que :

M =


1 m12 · · · m1n

m21 m22 · · · m2n
...

... . . . · · ·
mn1 mn2 · · · mnn


alors

Cat(M) 6= ∅ si et seulement si
{
mii > mi1m1i

mij ≥ mi1m1j
.

Supposons qu’on a Cat(M) 6= ∅ alors, il existe une catégorie A d’ordre
n, dont les objets sont {λ0, λ1, ..., λn−1}. Pour 2 ≤ i ≤ n, la matrice

M1,i :=

(
1 m1i

mi1 mii

)
est une sous-matrice régulière de M , donc Cat(M1,i) 6= ∅. Par la section 5.1
on obtient mii ≥ mi1m1i + 1.

Pour 2 ≤ i 6= j ≤ n, la matrice

M1,i,j :=

 1 m1i m1j

mi1 mii mij

mj1 mji mjj


est une sous-matrice régulière de M , donc Cat(M1,i) 6= ∅. Par la section
5.2 on obtient mij ≥ mi1m1j et mji ≥ mj1m1i. Ceci prouve l’implication
directe.
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Dans l’autre sens, si mij ≥ mi1m1j et mii > mi1m1i ∀1 < i 6= j ≤ n,
on va démontrer que Cat(M) 6= ∅.
Soit A une structure algébrique, dont les objets sont {λ0, ..., λn−1} et les
morphismes sont donnés par :

A(λ0, λ0) = {idλ0}
A(λi, λ0) = { (λ0λiG1,1), ..., (λ0 λiG1,mi1)}
A(λ0, λj) = { (λjλ0G1,1), ..., (λj, λ0Gm1j ,1)}
A (λi, λj) = { (λjλiG1,1), ..., (λjλiGm1j ,mi1)}

∪ {(λjλiH1), ..., (λiλjH ti,j)}
A (λi, λi) = { idλi , (λiλiG1,1), ..., (λiλiGm1i,mi1)}

∪ {(λiλiE1), ..., (λi λi Esi )},

la loi de composition est donnée par (λkλjGd,c)(λjλiGb,a) = (λkλiGd,a) et
pour les compositions de morphismes différents des idλi pour 2 ≤ i ≤ n :

(λj λiHp)(...) = (λjλiG1,1)(...), (...)(λj λiHp) = (...)(λjλiG1,1)

(λi λiEk)(...) = (λiλiG1,1)(...), (...)(λi λiEk) = (...)(λiλiG1,1).

Pour 2 ≤ i ≤ n les idλi sont ensuite rajoutés comme identités. La loi d’as-
sociativité est vérifiée voir (5.2), donc M est catégorique.

Finalement, pour le cas général on a l’énoncé suivant. SoitM ∈Mn(N∗)
une matrice réduite alors :

1. Si mii > 1 ∀ 1 ≤ i ≤ n, alors Cat(M) 6= ∅ voir la propriété 2.1 (2).

2. S’il existe i tel que mii = 1 dans ce cas on a deux possibilités :

(a) si i le seul indice que mii = 1, alors :
Cat(M) 6= ∅ si et seulement si mjj ≥ mj1m1j et mjk ≥ mj1m1k

pour toutes j, k 6= i et j 6= k voir (5.3)+(4).

(b) s’il existe une autre indice i′ 6= i tel que mi,i = mi′i′ = 1 alors
Cat(M) = ∅ car M est réduite voir le (2.5).

Lemme 5.2. Soit M = (mij)i,j ∈Mn(N∗) alors :
Cat(M) 6= ∅ si et seulement si pour toute N sous-matrice régulière d’ordre
≤ 3, Cat(N) 6= ∅.
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Démonstration. Pour la partie directe voir 2.1 (3).
Pour la partie indirecte, on suppose que Cat(N) 6= ∅, pour toute N sous-
matrice régulière d’ordre ≤ 3.
Si M est réduite alors on a deux cas :

1. Si mii > 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors Cat(M) 6= ∅ voir le lemme de
[5] rappelé dans 2.1 (2).

2. S’il existe au moins une i′ tel que mi′i′ = 1 dans ce cas on a deux
possibilités :

(a) Il existe un coefficient unité unique sur le diagonal, on peut sup-
poser m11 = 1 voir le corollaire (4).
Soit 2 ≤ i ≤ n, on prend la sous-matrice régulière N :

N =

(
1 m1i

mi1 mii

)
.

D’après l’hypothèse, on a Cat(N) 6= ∅ ce qui donne mii >
mi1m1i.
Soient i 6= j ∈ {1, ..., n}, on prend la sous-matrice régulière N :

N =

 1 m1i m1j

mi1 mii mij

mj1 mji mjj

 .

D’après l’hypothèse, on a Cat(N) 6= ∅ ce qui donne mij ≥
mi1m1j .
Donc Cat(N) 6= ∅ voir (5.3)

(b) si existent d’autres indices {i1, i2, . . .} différents de i′ avec
mi1i1 = mi2i2 = ... = 1, alors comme par hypothèse M est ré-
duite, on prend la sous-matrice régulière N de taille 2 ou 3 conte-
nant les indices i′, i1 6= i′, et éventuellement un autre indice j,
telle que les lignes (resp. colonnes) de N correspondants à i′ et i1
sont distincts. D’après l’hypothèse, on a Cat(N) 6= ∅ mais dans
ce cas les objets xi′ et xi1 seraient isomorphes, impossible.

Si M non-réduite, alors il existe une sous-matrice réduite M ′ voir (2.5) et
par l’argument ci-dessus, Cat(M ′) 6= ∅ donc Cat(M) 6= ∅.
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6. Etude des matrices positives

6.1 Etude d’une matrice d’ordre 4 à un seul bloc zéro

Soit M une matrice réduite dansM4(N) avec b, c, d, e, f, k, l, x, q et m
sont non nuls tel que :

M =


1 b c d
e f k l
0 0 1 x
0 0 q m

 =

(
41 41→2

0 42

)
.

Théorème 6.1. Avec ces notations, on a

Cat(M) 6= ∅ si et seulement si


f ≥ be+ 1
m ≥ xq + 1
k, d, l ≥ c
l ≥ k + d− c

.

Démonstration. SoitA une catégorie associée àM , alorsOb(A)/R ={1, 2}
alors les objets sont {10, 11, 20, 21} et les morphismes sont définis par rapport
à chaque bloc :

41→2


A(10, 20) = {2010A1, ..., 2010Ac} = A
A(11, 20) = {2011B1, ..., 2011Bk} = B
A(10, 21) = {2110C1, ..., 2110Cd} = C
A(11, 21) = {2111D1, ..., 2111Dl} = D

41→1


A(10, 10) = {id10}
A(10, 11) = {(1110G1,1) = G1, ..., 1

110G1,b}
A(11, 10) = {(1011G1,1) = F1, ..., 1

011Ge,1}
A(11, 11) = {id11 , 1111G1,1, ..., 1111Gb,e}

∪ {1111X1, ..., 1111Xf−be−1}

42→2


A(20, 20) = {id20}
A(20, 21) = {(2120G1,1) = N1, ..., 2

120G1,x}
A(21, 20) = {(2021G1,1) =M1, ..., 2

021Gq,1}
A(21, 21) = {id20 , 2121G1,1, ..., 2121Gx,q}

∪ {2121X1, ..., 2121Xm−xz−1}.
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Comme Cat(M) 6= ∅ et d’après 2.1 (3), alors Cat(41) 6= ∅ et Cat(42) 6= ∅
ce qui donne f ≥ be+ 1 et m ≥ xq + 1 voir le théorème 5.1. On obtient par
ailleurs la notation utilisée ci-dessus pour ces morphismes.

Il reste à démontrer que k, d, l ≥ c, l ≥ k, l ≥ d et l ≥ k + d− c.
On prend k < c, alors il existe au moins p ∈ {1, ..., k} et u′, u′′ ∈ {1, ..., c}
avec u 6= u′′ tel que :
(2010Au

′
)(1011G1,1) = (2010Au

′′
)(1011G1,1) = (2011Bp), ce qui donne :[

(2010Au
′
)(1011G1,1)

]
(1110G1,1) =

[
(2010Au

′′
)(1011G1,1)

]
(1110G1,1).

D’autre part ;[
(2010Au

′
)(1011G1,1)

]
(1110G1,1) = (2010Au

′
)
[
(1011G1,1)(1110G1,1)

]
= (2010Au

′
)id10 = (2010Au

′
)

=
[
(2010Au

′′
)(1011G1,1)

]
(1110G1,1)

= (2010Au
′′
)id10 = (2010Au

′′
)

Alors (2010Au′) = (2010Au
′′
) ce qui donne u′ = u′′, une contradiction, donc

k ≥ c. La même chose pour d ≥ c et l ≥ c.

Pour l ≥ k+d−c, on va noter quelques applications. L’idée est d’utiliser
la composition à gauche ou à droite par les différents morphismes désignés
par le symbole G1,1 pour obtenir des applications entre les différents en-
sembles de morphismes A,B,C,D. Nous avons les flèches :
N1 := (2120G1,1) : 20 → 21 F1 := (1011G1,1) : 11 → 10

M1 := (2021G1,1) : 21 → 20 G1 := (1110G1,1) : 10 → 11.
La composition avec celles-ci donne :
gN1 : B → D tel que gN1(2

011Bi) = N1(2
011Bi) = (2120G1,1)(2011Bi),

gM1 : D → B tel que gM1(2
111Di) =M1(2

111Di) = (2021G1,1)(2111Di),
dF1 : C → D tel que dF1(2

110Ci) = (2110Ci)F1 = (2110Ci)(1011G1,1),
dG1 : D → C tel que dG1(2

111Di) = (2111Di)G1 = (2111Di)(1110G1,1),
et de manière similaire

dF1 : A↔ B : dG1, gN1 : A↔ C : gM1.

Lemme 6.2. Les applications gN1 et dF1 sont injectives.
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Démonstration. On remarque gM1 ◦ gN1 = idB et dG1 ◦ dF1 = idC . En
effet,

gM1 ◦ gN1((2
011Bi)) = gM1

[
(2120G1,1)(2011Bi)

]
= (2021G1,1)

[
(2120G1,1)(2011Bi)

]
=

[
(2021G1,1)(2120G1,1)

]
(2011Bi)

= id20(2
011Bi) = (2011Bi).

Donc gM1 ◦ gN1 = idB, la même pour dG1 ◦ dF1 = idC . De même pour les
applications entre A et B ou A et C.

On obtient le diagramme suivant :

A
gN1 //

dF1

��
	

C

dF1

��
B

gN1

// D.

Ce diagramme est commutatif, car dF1gN1(u) = dF1(N1.u) = N1uF1 =
gN1dF1(u).
Aussi les flèches sont toutes injectives par le lemme 6.2.
On peut donc considérer dF1(gN1(A)) ⊂ D et on notera cela par N1.A.F1.
On a également dF1(C) ⊂ D, noté par C.F1,
similairement gN1(B) = N1.B ⊂ D.
On peut maintenant dire plus précisément ce que l’on veut démontrer : que

(C.F1 −N1.A.F1) ⊂ D

et
(N1.B −N1.A.F1) ⊂ D

soient disjoints entre eux, ce qui conduira à l’inégalité recherchée.
Par l’absurde, supposons qu’il existe y ∈ (C.F1 − N1.A.F1) ∩ (N1.B −
N1.A.F1) ; alors
y ∈ (C.F1−N1.A.F1) donc il existe u ∈ (C −N1.A) tel que y = dF1(u) =
uF1, et
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y ∈ (N1.B−N1.A.F1) donc il existe v ∈ (B−A.F1) tel que y = gN1(v) =
N1v.
On a y = uF1 = N1v. Le calcul principal de cette démonstration est que :

gN1.gM1(u) = N1M1u = N1M1uF1G1

= N1M1N1vG1 = N1vG1 = uF1G1 = u.

On a u ∈ (C −N1.A) c.à.d u ∈ C alors il existe a tel que u = (2110Ca).
D’autre part gM1(u) = (2021G1,1)(2110Ca) = (2010Aa) ce qui donne
gM1(u) ∈ A alors gN1.gM1(u) = u ∈ N1.A ; une contradiction.
Alternativement, de façon similaire,

dF1.dG1(v) = vG1F1 =M1N1vG1F1

=M1uF1G1F1 =M1uF1 =M1N1v = v.

Comme v ∈ B alors il existe b tel que v = (2011Bb).
D’autre part dG1(v) = (2011Bb)(1110G1,1) = (2010Ab), d’où dG1(v) ∈ A
alors dF1.dG1(v) = v ∈ A.F1, encore une contradiction.
On conclut que (C.F1 −N1.A.F1)

⋂
(N1.B −N1.A.F1) = ∅.

Nous avons donc trois sous-ensembles

N1.A.F1, (N1.B −N1.A.F1), (C.F1 −N1.A.F1)

disjoints de D, de cardinalités respectives

Card(N1.A.F1) = c,

Card(N1.B −N1.A.F1) = k − c,
Card(C.F1 −N1.A.F1) = d− c.

Comme Card(D) = l on obtient c+(k−c)+(d−c) ≤ l d’où d+k−c ≤ l,
l’inégalité voulue.

Pour le retour, i.e. l’existence d’une catégorie si les inégalités sont satis-
faites, nous verrons la démonstration plus bas dans le cas général.

Remarque : La démonstration de k ≥ c utilisait le fait que A(10, 10) consiste
seulement de l’identité, mais n’utilisait pas cette propriété pour A(20, 20).
On pourra donc utiliser ce même argument pour les coefficients dans un
bloc correspondant à des flèches entre une classe λ ∈ U et une classe µ dans
V , ou inversement.
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6.2 Etude d’une matrice réduite d’ordre n

Théorème 6.3. SoitM = (mij)1≤i,j≤n ∈Mn(N) une matrice réduite alors,

Cat(M) 6= ∅ ⇔



M acceptable
M(λi, λi) ≥ a(λi)b(λi) + 1 ∀λ ∈ U , i ≥ 1
M(λi, λj) ≥ a(λi)b(λj) ∀λ ∈ U
M(λi, µj) ≥ M(λi, µ0) ∀λ > µ, µ ∈ U
M(λi, µj) ≥ M(λ0, µj) ∀λ > µ, λ ∈ U
M(λi, µj) ≥ M(λ0, µj) +M(λi, µ0)

−M(λ0, µ0) ∀λ ≥ µ ∈ U

Ici {λi, ..., βj, ...etc} est l’ensemble des objets partagé en classes d’équiva-
lence avec la relation d’ordre, et on note :
a(λi) :=M(λi, λ0) et b(λj) :=M(λ0, λj).

Démonstration. D’abord pour l’implication directe, on pose Cat(M) 6= ∅.
Alors il existe A une catégorie associé à M et on a d’après la partition de M
que les objets peuvent être notés {λi, . . . , µj, . . .}.
Donc M sera :

M =
⋃
λ∈U

Mλ
⊕⋃

µ∈V

Mµ
⊕⋃

λ∈U
µ∈V

Mλ,µ

On va démontrer que M est acceptable.
En effet soit λi ∈ Ob(A) comme Mλ > 0 alors |A(λi, λi)| ≥ 1 donc λi ≥ λi

alors ≥ est réflexive.
Pour la transitivité soient λi,µj et φk trois objets tels que λi ≥ µj et µj ≥ φk,
alors il existe deux morphismes F = µjλiHa et G = φkµjJ b.
On a K = G ◦ F = (φkµjJ b)(µjλiHa) = (φkλiM c) donc λi ≥ φk alors ≥
est transitive.
D’autre part, le résultat de (5.3) s’applique à chaque sous-matrice diagonale
à coefficients strictement positifs Mλ, Mµ, . . . . Pour les sous-matrices Mλ,µ

quand λ > µ la condition est tirée du théorème 6.1 et la remarque qui lui
succède. On obtient ainsi les conditions numériques énoncées.

Dans l’autre sens, supposons que M satisfait aux conditions numériques, et
on va démontrer que Cat(M) 6= ∅.
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On travaille d’abord sur le cas où λ, β, . . . ∈ U et après on ajoutera les
identités, donc M devient :

M =
⋃

λ∈U
⋃
V

Mλ
⊕ ⋃

λ,µ∈U
⋃
V

Mλ,µ

Afin de simplifier la construction, on fera appel à la stratégie de dédou-
blement du lemme 2.4. On souhaite construire une semi-catégorie partielle-
ment unitaire avec conditions d’unité sur les λ0 pour λ ∈ U . Par le lemme
2.4 et le rajout d’unités ensuite, il suffit de considérer la construction d’une
semi-catégorie partiellement unitaire, avec le bon nombre de morphismes
de λi vers µj quand λ > µ, mais pour les bloc diagonaux, avec condi-
tion d’unité seulement sur les A(λ0, λ0) pour λ ∈ U , et en supposant que
M(λi, λj) = a(λi)b(λj) pour λ ∈ U .
Pour λ ∈ V on peut prendre a(λi) = b(λj) = 1 et M(λi, λj) = 1, mais pour
i = j l’unique morphisme n’est pas considéré comme identité.
Soit A une semi-catégorie dont les objets sont notés λi avec λ ∈ Ob(A)/R
et les morphismes sont :
Mor(A) =

{
(λj, λi, (u, v))

∣∣λ ∈ U ∪ V} ∪ {(µj, λi, k)∣∣λ ≥ µ ∈ U ∪ V
}

.

Ici 1 ≤ v ≤ a(λi) et 1 ≤ u ≤ b(λj), en mettant (λ0, λ0, (u, v)) = idλ1 si
λ ∈ U .
Un morphisme noté (µj, λi, . . .) aura source λi et but µj .

Les intervalles dans lesquelles se trouvent les entiers k seront maintenant
précisés. Pour cela on introduit la notation suivante.

Pour λ > µ, on notera

|µ0, λ0| := {1, 2, . . . ,M(µ0, λ0)}, |µ0, λi| := {1, 2, . . . ,M(µ0, λi)},

mais en revanche

|µn, λ0| := {1 +M(µ0, λ0)−M(µn, λ0), . . . ,M(µ0, λ0)}

(ce qui peut contenir des nombres négatifs), et enfin

|µn, λi| := {1 +M(µ0, λ0)−M(µn, λ0), . . . , h},

où h =M(µn, λi) +M(µ0, λ0)−M(µn, λ0).
De cette façon,

#|µ0, λ0| =M(µ0, λ0), #|µ0, λi| =M(µ0, λi),
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#|µn, λ0| =M(µn, λ0), #|µn, λi| =M(µn, λi).

D’autre part
|µ0, λi| ∩ |µn, λ0| = |µ0, λ0|.

On notera souvent par H ′(µn, λi) le complémentaire

H ′(µn, λi) := {M(µ0, λi) + 1, . . . , h}

ayant

#H ′(µn, λi) =M(µn, λi)−M(µ0, λi)−M(µn, λ0) +M(µ0, λ0)

éléments. L’hypothèse dit que ce nombre d’éléments est ≥ 0.
Ainsi |µn, λi| est la réunion disjointe des quatre parties suivantes :

|µ0, λ0|, |µ0, λi| − |µ0, λ0|, |µn, λ0| − |µ0, λ0|, H ′(µn, λi).

Si λ ∈ V , il n’existe pas d’objet λ0 et pour la définition des intervalles on fera
la convention que M(µn, λ0) := 1 pour tout n. De même si µ ∈ V on fera la
convention que M(µ0, λi) := 1 pour tout i. Ainsi l’intervalle noté conven-
tionnellement par |µ0, λ0|, ayant au moins un entier k = 1, est contenu dans
|µn, λi|. Nous n’avons alors pas besoin de distinguer les cas suivant que les
classes soient dans U ou V .

On définit la loi de composition interne par quatre équations :

1. (µj, λi, k) ◦ (λi, ϕn, k′) = (µj, ϕn, 1)
(l’utilisation des symboles différents ϕ, λ, µ ici veut dire qu’on a
l’hypothèse ϕ 6= λ 6= µ, une convention en vigueur partout).

2. (λj, λi, (u, v)) ◦ (λi, λn, (u′, v′)) = (λj, λn, (u, v′)).

3. (λj, λi, (v, u)) ◦ (λi, µn, k) = (λj, µn, k′)

avec k′ =


k si k ∈ |µ0, λ0|
1 si k ∈ |µ0, λi| − |µ0, λ0|
k si k ∈ |µn, λ0| − |µ0, λ0|
1 si k ∈ H ′(µn, λi).
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Noter que si λ ∈ V alors (λj, λi, (v, u)) ◦ (λi, µn, k) = (λj, µn, 1) ;
en revanche si λ ∈ U et i = 0 alors, (λj, λi, (v, u)) ◦ (λi, µn, k) =
(λj, µn, k ). On peut vérifier que k′ ∈ |µn, λj|, c’est la raison pour
laquelle on a mis k′ = 1 dans le deuxième et le quatrième cas.

4. (µn, λj, k) ◦ (λj, λi, (u, v)) = (µn, λi, k′)

k′ =


k si k ∈ |λ0, µ0|
1 si k ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0|
k si k ∈ |λ0, µn| − |λ0, µ0|
1 si k ∈ H ′(µn, λi).

Encore, si λ ∈ V alors (µn, λj, k) ◦ (λj, λi, (u, v)) = (µn, λi, 1) et si
λ ∈ U et j = 0 alors, (µn, λj, k) ◦ (λj, λi, (u, v)) = (µn, λi, k). On
vérifie que k′ ∈ |µn, λi|.

Pour l’unité partielle :
Comme k′ = k pour i = 0 voir (3) ou j = 0 voir (4) quand λ ∈ U ,
(λ0λ0(1, 1)) agit comme une l’identité.

Pour l’associativité :
soient λ,µ,ϕ,φ ∈ Ob(A)/ ∼ alors il y a 8 formes des équations associatives :
(1) λi −→ µj −→ φt −→ ϕn (5) λi −→ λj −→ µt −→ µn

(2) λi −→ µj −→ µt −→ φn (6) λi −→ λj −→ λt −→ µn

(3) λi −→ µj −→ φt −→ φn (7) λi −→ µj −→ µt −→ µn

(4) λi −→ λj −→ µt −→ ϕn (8) λi −→ λj −→ λt −→ λn.
Rappelons que les symboles λ, µ, φ, ϕ distincts représentent par convention
des classes différentes.

équation 1 :[
(ϕnφt, a)(φtµj, b)

]
(µjλi, c) = (ϕnµj, 1)(µjλi, c) = (ϕnλi, 1)

= (ϕnφt, a)(φtλi, 1)

= (ϕnφt, a)
[
(φtµj, b)(µjλi, c)

]
= (ϕnφt, a)

[
(φtµj, b)(µjλi, c)

]
.
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équation 2 :[
(φnµt, a)(µtµj, (u, v))

]
(µjλi, b) = (φnµj, c)(µjλi, b) = (φnλi, 1)

= (φnµt, a)(µtλi, d)

= (φnµt, a)
[
(µtµj(u, v))(µjλi, b)

]
pour c et d qui dépendent de a et de b d’une manière qui n’est pas important
pour le calcul.

équation 3 :[
(φnφt(u, v))(φtµj, a)

]
(µjλi, b) = (φnµj, c)(µjλi, b) = (φnλj, 1)

= (φnφt, (u, v))(φtλi, 1)

= (φnφt, (u, v))
[
(φtµj, a)(µjλi, b)

]
.

Par ailleurs l’équation 4 est comme l’équation 3.

équation 5 : Considérons

Q =
[
(µnµt, (a, b))(µtλj, k)

]
(λjλi, (c, d)) = (µnλj, k′)(λjλi, (c, d))

= (µnλi, k′′),

avec k′ =


k si k ∈ |λ0, µ0|
1 si k ∈ |λ0, µt| − |λ0, µ0|
k si k ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0|
1 si k ∈ H ′(λj, µt)

et avec

k′′ =


k′ k′ ∈ |λ0, µ0|
1 k′ ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0|
k′ k′ ∈ |λ0, µn| − |λ0, µ0|
1 k′ ∈ H ′(λj, µn)

=


k k ∈ |λ0, µ0|
1 k ∈ |λ0, µt| − |λ0, µ0|
1 k ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0|
1 k ∈ H ′(λj, µt).

Pour la dernière égalité on va vérifier que k′′=1 si k ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0| ; en
effet, dans ce cas k′ = k donc k′ ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0| ce qui donne k′′ = 1.
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Les autres lignes sont faciles à vérifier. Donc Q = (µnλi, k′′) avec

k′′ =

{
k si k ∈ |λ0, µ0|
1 si k ∈ |λj, µt| − |λ0, µ0|.

D’autre part, soit

Q′ = (µnµt, (a, b))
[
(µtλj, k)(λjλi, (c, d))

]
= (µnµt, (a, b))(µtλi, k′)

= (µnλi, k′′),

avec k′ =


k si k ∈ |λ0, µ0|
1 si k ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0|
k si k ∈ |λ0, µt| − |λ0, µ0|
1 si k ∈ H ′(λj, µt)

et avec

k′′ =


k′ k′ ∈ |λ0, µ0|
1 k′ ∈ |λ0, µt| − |λ0, µ0|
k′ k′ ∈ |λi, µ0| − |λ0, µ0|
1 k′ ∈ H ′(λi, µt)

=


k k ∈ |λ0, µ0|
1 k ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0|
1 k ∈ |λ0, µt| − |λ0, µ0|
1 k ∈ H ′(λi, µt).

Comme avant si k ∈ |λ0, µt| − |λ0, µ0| alors k′ = k donc k′ ∈ |λ0, µt| −
|λ0, µ0| et k′′ = 1. Ceci donne Q′ = (µnλi, k′′) avec

k′′ =

{
k si k ∈ |λ0, µ0|
1 si k ∈ |λj, µt| − |λ0, µ0|.

En conclusion, Q = Q′ quelque soit k ∈ |λj, µt|. On obtient l’équation 5.
équation 6 : Soit

Q =
[
(µnλt, k)(λtλj, (a, b))

]
(λjλi, (c, d)) = (µnλj, k′)(λjλi, (c, d))

= (µnλi, k′′),

avec k′ =


k si k ∈ |λ0, µ0|
1 si k ∈ |λt, µ0| − |λ0, µ0|
k si k ∈ |λ0, µn| − |λ0, µ0|
1 si k ∈ H ′(λt, µn)
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et avec

k′′ =


k′ k′ ∈ |λ0, µ0|
1 k′ ∈ |λj, µ0| − |λ0, µ0|
k′ k′ ∈ |λ0, µn| − |λ0, µ0|
1 k′ ∈ H ′(λj, µn)

=


k k ∈ |λ0, µ0|
1 k ∈ |λt, µ0| − |λ0, µ0|
k k ∈ |λ0, µn| − |λ0, µ0|
1 k ∈ H ′(λt, µn).

D’autre part, soit

Q′ = (µnλt, k)
[
(λtλj, (a, b))(λjλi, (c, d))

]
= (µnλt, k)(λtλi, (a, d))

= (µnλi, k′),

avec k′ =


k si k ∈ |λ0, µ0|
1 si k ∈ |λt, µ0| − |λ0, µ0|
k si k ∈ |λ0, µn| − |λ0, µ0|
1 si k ∈ H ′(λt, µn).

Alors Q = Q′ sur |λt, µn|, ce qui donne l’équation 6.
Par ailleurs on remarque que l’équation 7 est semblable à l’équation 6.
équation 8 :[

(λnλt, (a, b))(λtλj, (c, d))
]
(λjλi, (e, f))

= (λnλj, (a, d))(λjλi, (e, f)) = (λnλi, (a, f))

= (λnλt, (a, b))(λtλi, (c, f))

= (λnλt, (a, b))
[
(λtλj, (c, d))(λjλi, (e, f))

]
.

On a vérifié toutes les égalités de l’associativité alors, A est une semi-
catégorie associée à notre matrice M .

Pour une matrice qui satisfait aux inégalités du théorème, obtenue de
la matrice M traitée ci-dessus en rajoutant 1 sur la diagonale sauf pour les
M(λ0, λ0), et avec une augmentation éventuelle de certains autres coeffi-
cients dans les blocs diagonaux, on peut rajouter les identités et doublures
nécessaires pour obtenir une catégorie associée. Ceci termine la démonstra-
tion du théorème 6.3.
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Corollaire 6.4. Soit M = (mij)i,j ∈Mn(N) une matrice positive, alors :
Cat(M) 6= ∅ si et seulement si pour toute N sous-matrice régulière d’ordre
≤ 4, Cat(N) 6= ∅.

Démonstration. Pour l’aller voir 2.1 (3).
Pour le retour, on pose que Cat(N) 6= ∅, pour toute N sous-matrice

régulière d’ordre ≤ 4. On peut voir que M est acceptable à cause de cette
hypothèse. Voir le lemme 5.2 pour le cas M > 0, et aussi pour l’argument
permettant de supposer que M soit réduite.

S’il existe au moins un coefficient nul, alors et d’après la partition de la
matriceM il existe au moins deux classes. Supposons par exemple λ, µ ∈ U ,
et soient i 6= j. On prend N la sous-matrice régulière d’ordre 4 :

N =


1 M(λ0, λi) M(λ0, µ0) M(λ0, µj)

M(λi, λ0) M(λi, λi) M(λi, µ0) M(λi, µj)
0 0 1 M(µ0, µj)
0 0 M(µj, µ0) M(µj, µj)

 .

Comme N est d’ordre 4, alors Cat(N) 6= ∅.
Le théorème 6.3 appliqué à N donne les propriétés suivants :

1. M(λi, µj) ≥M(λi, µ0) ≥M(λ0, µ0)

2. M(λi, µj) ≥M(λ0, µj) ≥M(λ0, µ0)

3. M(λi, µj) ≥M(λ0, µj) +M(λi, µ0)−M(λ0, µ0).

Si l’une seule des classes est dans U on obtient les inégalités correspondantes
avec une sous-matrice d’ordre 3, et de même on obtient les inégalités sur les
blocs diagonaux comme dans le lemme 5.2. Ceci donne toutes les conditions
requises pour appliquer le théorème 6.3 à M et conclure que Cat(M) 6=
∅.
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