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Résumé des deux parties. Nous montrons que la monade de Batanin B
a une propriété très forte appelée ”pureté”. Dans une prochaine publication
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1 Monade associée à un langage relativement dimensionnel

1.1 Variation des constantes dans le cas relativement dimension-
nel

1.2 L’opération Op
1.3 La notation a{co, ..., cn−1}
1.4 La monade A
1.5 Arbres feuillus dans le cadre relativement dimensionnel
1.6 L’opération �
1.7 La monade Af

2 La monade ω
2.1 L’ensemble globulaire Arb
2.2 Les lois ◦p sur Arb
2.3 Le multi-foncteur

n
⊕

2.4 Ensemble globulaire associé à un arbre
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Introduction de la partie II

Avant de caractériser la monade de Batanin, on commence par re-présen-
ter la monade ω des∞-catégories strictes, puis la monade P des prolixes en
utilisant l’outillage syntaxique de la première partie. Mais c’est surtout grâce
aux arbres feuillus qu’on va pouvoir construire une monade B à partir de
P qui remplira toutes les conditions requises (c’est-à-dire, finalement, d’être
pure) et qui s’avérera être la monade de Batanin.
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1. Monade associée à un langage relativement dimensionnel

Introduction : Toutes les monades construites dans la première par-
tie étaient sur la catégorie Ens. Nous allons en construire maintenant de
nouvelles sur Ens/N en toute généralité, ce qui nous permettra dans les
prochaines sections de passer à des monades sur Glob (la catégorie des
”ensembles globulaires”). Certaines notations données dans cette section,
comme Op(a, (bo, ..., bn−1)) et a{co, ..., cn−1} sont indispensables pour la
compréhension de la suite de cet article.

1.1 Variation des constantes dans le cas relativement dimensionnel

Conventions 1.1. : On se donne un langage relativement dimensionnel
(S, ar, δ) (voir la définition dans la première partie, section 2 ) sans constante.
Pour chaque (C, dim) ∈ |Ens/N|, on pose S(C) = S

∐
C puis on suit

les conventions données dans la première partie, section 3, où l’on définit
ar : S(C) → N, A(C) et pour toute application f : C → C ′, une nouvelle
application A(f) : A(C) → A(C ′). On tient compte encore de la remarque
qui fait suite à ces conventions.
On définit ensuite δ = (δ(s) : Nar(s) → N)s∈S(C) en posant
δ(u0(s)) = δ(s) et δ(u1(c)) : N0 ' 1 → N, 0 7→ dim(c). On ob-
tient ainsi un nouveau langage relativement dimensionnel (S(C), ar, δ). On
construit alors, comme on le fait à la section 2 de la partie 1, deux applica-
tions dim : A(C)→ N et dim : A(C)→Mo(N).
On note U : Ens/N→ Ens le foncteur d’oubli canonique.

Proposition 1.2. : Soit f : C→ C′ une flèche de Ens/N. Alors :
∀a ∈ AU(C), dimf̃(a) = dim(a) et dimf̃(a) = dim(a) .

Preuve : Par induction sur L(a).

Notations 1.3. : 1) Chaque flèche f : C → C′ de Ens/N induit une
nouvelle flèche f̃ : (AU(C), dim)→ (AU(C′), dim). On construit ainsi un
endo-foncteur de Ens/N, noté A.
2) Choisissons un objet final I ∈ |Ens/N|. On notera U(I) = {0n/n ∈ N}.
Alors dim : U(I)→ N est bijective et dim−1(n) = 0n.
3) Pour chaque a ∈ AU(C), notons |a| = !̃C(a) ∈ AU(I).
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Proposition 1.4. : Soit C ∈ |Ens/N|.
1) Soit aussi a ∈ AU(C), alors dim(|a|) = dim(a) et dim(|a|) = dim(a).
2) Soient maintenant a, a′ ∈ AU(C). Si |a| = |a′| et lUC(a) = lUC(a′),
alors a = a′.

Preuve : Le (1) résulte de la proposition précédente et le (2) résulte de la
première partie, section 3.

1.2 L’opération Op

Notation 1.5. : Soient C ∈ |Ens/N|, a ∈ AU(I), n = l(a) et (bo, ..., bn−1)
dans AU(C)n. On suppose que dim(a) = (dim bo, ..., dim bn−1). Dans ce
cas on note :

Op(a, (bo, ..., bn−1)) = op(a, (bo, ..., bn−1)) ∈ AU(C).

Proposition 1.6. : Posons Ĉ = C
∐
U(I) et u0 : C → Ĉ, u1 : U(I)→ Ĉ

les injections canoniques. Alors :

ũ0Op(a, (bo, ..., bn−1)) = OP(ũ1(a), (ũ0bo, ..., ũ0bn−1)).

Preuve : Posons α = ũ0Op(a, (bo, ..., bn−1)) et
β = OP(ũ1(a), (ũ0bo, ..., ũ0bn−1)). On montre que α = OP(a, (bo, ..., bn−1))
= β et que lĈ(α) = lĈ(β). On en déduit que α = β.

Proposition 1.7. : Soient C ∈ |Ens/N|, a ∈ AU(I), n = l(a) et
(bo, ..., bn−1) dans AU(C)n tels que dim(a) = (dim bo, ..., dim bn−1).
1) On a dim Op(a, (bo, ..., bn−1)) = dim(a) et
dim Op(a, (bo, ..., bn−1)) = dim(b0)...dim(bn−1).
2) Pour toute flèche f : C→ C′ de Ens/N, on a :
f̃Op(a, (bo, ..., bn−1)) = Op(a, (f̃ bo, ..., f̃ bn−1)).
3)a) |Op(a, (bo, ..., bn−1))| = Op(a, (|bo|, ..., |bn−1|)).
b) lUCOp(a, (bo, ..., bn−1)) = lUC(b0)...lUC(bn−1).
4)a) lOp(a, (bo, ..., bn−1)) =

∑
j∈[n] l(bj).

b) L Op(a, (bo, ..., bn−1)) = L(a)− l(a) +
∑

j∈[n] L(bj).
5) Si b ∈ AU(C) alors Op(|b|, (bo, ..., bn−1)) = OP(b, (bo, ..., bn−1)).

Preuve : Le (1) résulte de la proposition précédente modulo la section 2
de la première partie.
Les (2), (3), (4) et (5) résultent de la section 3 de la première partie.
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J. PENON PURETÉ DE LA MONADE DE BATANIN

Proposition 1.8. : Soient s ∈ S tel que ar(s) = n ≥ 1, (ao, ..., an−1) dans
AU(C)n et (co, ..., cn−1) ∈ U(I)n tels que ∀j ∈ [n], dim(aj) = dim(cj). On
pose ŝ = s(co(∅), ..., cn−1(∅)) ∈ AU(I), alors :
1) dim(ŝ) = (dimao, ..., diman−1),
2) Op(ŝ, (ao, ..., an−1)) = s(ao, ..., an−1).

Preuve : Le (1) est immédiat. Le (2) résulte de la section 3 de la première
partie.

Proposition 1.9. : Soit C ∈ |Ens/N|.
1) Soit aussi a ∈ AU(C) et n = dim(a) alors Op(0n(∅), (a)) = a,
2) Soient α ∈ AU(I), (αo, ..., αp−1) dans AU(I)p, (āo, ..., āp−1) dans
Mo(AU(C))p tels que dim(α) = (dimαo, ..., dimαp−1) et ∀j ∈ [p],
dim(αj) = Mo(dim)(āj). Alors :

Op(α, (Op(α0, ā0), ...,Op(αn−1, ān−1)) =

Op(Op(α, (αo, ..., αn−1)), ā0...ān−1).

Preuve : Résulte de la section 3 de la première partie.

Proposition 1.10. : Soient s ∈ S tel que n = ar(s) ≥ 1, (αo, ..., αn−1)
dans AU(I)n et (āo, ..., ān−1) ∈Mo(AU(C))n. On suppose que ∀j ∈ [n],
dim(αj) = Mo(dim)(āj). Alors :

s(Op(α0, ā0), ...,Op(αn−1, ān−1)) = Op(s(αo, ..., αn−1), ā0...ān−1).

Preuve : Résulte de la section 3 de la première partie.

Proposition 1.11. : Soient α ∈ AU(I), n = l(α) et ā, ā′ ∈ AU(C)n tels
que dim(α) = Mo(dim)(ā) = Mo(dim)(ā′). Alors on a l’implication :

Op(α, ā) = Op(α, ā′) =⇒ ā = ā′.

Preuve : Résulte de la section 3 de la première partie.

1.3 La notation a{co, ..., cn−1}

Notation 1.12. : Soient a ∈ AU(I) et n = l(a). Soient aussi C dans
|Ens/N| et (co, ..., cn−1) ∈ U(C)n. On suppose que
dim(a) = (dimco, ..., dimcn−1). Alors on note :

a{co, ..., cn−1} = a[co, ..., cn−1].
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Remarque 1.13. : En fait on a a{co, ..., cn−1} = Op(a, (co(∅), ..., cn−1(∅)))

Proposition 1.14. : Soient a ∈ AU(I), n = l(a), (co, ..., cn−1) ∈ U(C)n

tel que dim(a) = (dimco, ..., dimcn−1). Alors :
1) dim a{co, ..., cn−1} = dim(a),
2) dim a{co, ..., cn−1} = dim(a),
3) |a{co, ..., cn−1}| = a,
4) lUC a{co, ..., cn−1} = (co, ..., cn−1),
5) pour toute flèche f : C→ C′ de Ens/N, on a
f̃(a{co, ..., cn−1}) = a{f(co), ..., f(cn−1)}.

Preuve : Pour le (1) et (2), on utilise la remarque précédente. Pour le
(3), si on pose ∀j ∈ [n], c′j =!C(cj), on voit que |a{co, ..., cn−1}| =
a[c′o, ..., c

′
n−1] = a[lUI(a)] = a. Le (4) et le (5) résultent de la section 3 de la

première partie.

Proposition 1.15. : ∀a ∈ AU(C), |a|{lUC(a)} = a.

Preuve : Résulte de la section 3 de la première partie.

Proposition 1.16. : Soient n ∈ N∗, (αo, ..., αn−1) ∈ AU(I)n et (c̄o, ..., c̄n−1)
dans Mo(U(C))n tels que ∀j ∈ [n], dim(αj) = Mo(dim)(c̄j) Alors :
1) Pour tout s ∈ S tel que ar(s) = n, on a :

s(α0{c̄0}, .., αn−1{c̄n−1}) = s(α0, .., αn−1){c̄0...c̄n−1}.

2) Pour tout α ∈ AU(I), l(α) = n et dim(α) = (dimαo, ..., dimαn−1),
on a :

Op(α, (α0{c̄0}, ..., αn−1{c̄n−1})) = Op(α, (αo, ..., αn−1)){c̄0...c̄n−1}.

Preuve : Le (1) résulte de la proposition 1.10 et le (2) de la proposition
1.9.

1.4 La monade A

Proposition 1.17. : Soit C ∈ |Ens/N|.
1) ∀A ∈ A2U(C), µUC(A) = Op(|A|, lAU(C)(A)).
2) a) ∀c ∈ U(C), dim ηUC(c) = dim(c).
b) ∀A ∈ A2U(C), dimµUC(A) = dim(A).
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Preuve : Sans difficulté.

Notations 1.18. : On peut donc noter ηC : C→ A(C) et
µC : A2(C) → A(C) les flèches de Ens/N telles que UηC = ηUC et
UµC = µUC. ηC et µC sont clairement naturels en C. On note
η : IdEns/N → A et µ : A2 → A les transformations naturelles obtenues.

Proposition 1.19. : 1)A = (A, η, µ) est une monade cartésienne sur Ens/N
et (U, IdA) : (Ens/N,A)→ (Ens,A) est un morphisme de catégories mu-
nies de monades.
2) (Ens/N, U,A, η, µ,L) est une monade concrète syntaxique (où pour tout
C ∈ |Ens/N|, LC = LUC).

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la première partie. Le (2) résulte
de la section 1 de la première partie.

Proposition 1.20. : Soient C ∈ |Ens/N|, α ∈ AU(I), n = l(α).
1) Soit aussi (Bo, ..., Bn−1) ∈ A2U(C)n tels que
dim(α) = (dimBo, ..., dimBn−1). Alors :

µUC(Op(α, (Bo, ..., Bn−1))) = Op(α, (µUCBo, ..., µUCBn−1)).

2) Soit maintenant (bo, ..., bn−1) ∈ AU(C)n tel que
dim(α) = (dimbo, ..., dimbn−1) Alors :

µUC(α{bo, ..., bn−1}) = Op(α, (bo, ..., bn−1)).

Preuve : Le (1) résulte de la proposition 1.9 et le (2) de la section 3 de la
première partie.

1.5 Arbres feuillus dans le cadre relativement dimensionnel

Les conventions suivantes sont un cas particulier des conventions 1.1 et
de celles de la section 5 de la première partie.

Conventions 1.21. : On se donne tout d’abord un langage (S, ar) sans
constante, muni d’une structure relativement dimensionnelle
δ = (δ(s) : Nar(s) → N)s∈S . A ce langage on rajoute deux nouveaux sym-
boles ∆ et � où ar(∆) = 1 et ar(�) = 2. Posons S ′ = S ∪ {∆,�}.
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On prolonge ensuite à (S ′, ar) la structure relativement dimensionnelle de
(S, ar) en posant :

δ(∆) = Id : N→ N et δ(�) : N2 → N, (x, y) 7→ 1 + Sup(x, y).

Comme dans la section 5 de la première partie, on le munit ensuite d’une
structure chargée en considérant l’application ch : S ′ → Z définie par :

ch(∆) = −1, ch(�) = +1 et ∀s ∈ S, ch(s) = 0.

Ensuite, pour chaque (C, dim) ∈ |Ens/N|, on construit le nouveau langage
relativement dimentionnel (S ′(C), ar, δ) comme aux conventions 1.1. On le
munit à son tour d’une structure chargée, comme on l’avait fait à la section
5 de la première partie, en posant :

∀σ ∈ S ′, ch.u0(σ) = ch(σ), ∀c ∈ C, ch.u1(c) = 0.

Après les mêmes abus de langage qu’aux conventions 1.1, on note pour sim-
plifier A(C) = Arb(S ′(C), ar) puis Af (C) l’ensemble des a ∈ A(C) qui
sont feuillus pour (S ′(C), ar, ch).

Notation 1.22. : L’application (C, dim) 7→ (Af (C), dim) se prolonge en
un sous-foncteur de A. On le note Af .

Proposition 1.23. : Soit C ∈ |Ens/N|.
1) ∀c ∈ UC, c(∅) ∈ AfU(C).
2) ∀s ∈ S, (n = ar(s) ≥ 1), ∀(ao, ..., an−1) ∈ AfU(C)n,
s(ao, ..., an−1) ∈ AfU(C).
3) ∀α ∈ AfU(I), ∀(bo, ..., bn−1) ∈ AfU(C)n, n = l(α) et
dim(α) = (dimbo, ..., dimbn−1) ⇒ Op(α, (bo, ..., bn−1)) ∈ AfU(C).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), voir la section 2 de la première
partie, et pour le (3) voir la section 5 de la première partie.

Proposition 1.24. : Soit a ∈ AU(C), alors :
1) a ∈ AfU(C) ssi |a| ∈ AfU(I).
2) Lorsque a ∈ AfU(C) on a l’equivalence :
a est irréductible ssi |a| est irréductible.
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Preuve : Immédiat.

Proposition 1.25. : Soit a ∈ AfU(C) tel que sym(a) = �, alors il existe
un unique α ∈ AfU(I) irréductible vérifiant L(α) > 1 et un unique
(ao, ..., an−1) dans AfU(C)n, tels que n = l(α),
dim(α) = (dim ao, ..., dim an−1) et a = Op(α, (a0, ..., an−1)).

Preuve : Ecrivons la décomposition canonique a = op(β, (a0, ..., an−1))
(voir la définition dans la section 5 de la première partie). Pour chaque
j ∈ [n], soit cj ∈ U(I) tel que dim(cj) = dim(aj). On pose ensuite
α = β[c0, ..., cn−1]. La fin de la preuve est sans difficulté.

Définition 1.26. : La décomposition a = Op(α, (a0, ..., an−1)) est appelée
la décomposition canonique (relativement dimensionnelle) de a.

1.6 L’opération �

Notations 1.27. : Soient a, b ∈ AfU(I) tels que l(a) = p, l(b) = q et
n = p + q Ecrivons lUI(a) = (co, ..., cp−1), lUI(b) = (c′o, ..., c

′
q−1). On sait

que a , b et a� b sont dans Af (1) et que l(a� b) = n. On pose alors :
a� b = (a� b)[c0, ..., cp−1, c

′
0, ..., c

′
q−1].

Proposition 1.28. : 1) l(a� b) = l(a) + l(b) = l(a�b).
2) L(a� b) = L(a�b) + l(a�b).
3) lUI(a� b) = lUI(a).lUI(b).
4) dim(a� b) = 1 + sup(dima, dimb).
5) dim(a� b) = dim(a).dim(b).
6) a� b ∈ AfU(I).
7) a� b est irréductible.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 1.29. : Soit a ∈ AfU(I) tel que sym(a) = � et a est
irréductible. Alors il existe un unique couple (a1, a0) ∈ AfU(I)2 tel que
a = a1 � a0.

Preuve : Existence : On a vu dans la section 5 de la première partie qu’il
existe un unique (b1, b0) dans Af (1)2 tel que a = b1 � b0. Posons
p = l(b1), q = l(b0) alors p+ q = l(a). Ecrivons lUI(a) = (co, ..., cp+q−1)

- 12 -
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et posons a1 = b1[co, ..., cp−1], a0 = b0[cp, ..., cp+q−1]. On montre que
a1, a0 ∈ AfU(I) et que a = a1 � a0.
Unicitée : Résulte encore des sections 3 et 5 de la première partie.

1.7 La monade Af

Proposition 1.30. : Soit C ∈ |Ens/N|.
1) ∀c ∈ U(C), ηUC(c) ∈ AfU(C).
2) ∀A ∈ Af2U(C), µUCı̃UC(A) ∈ AfU(C) (où ı : Af → A est la transfor-
mation naturelle canonique).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), on a
µUCı̃UC(A) = Op(|A|, lAfU(C)(A)) où |A| ∈ AfU(I) et
lAfU(C)(A) ∈MoAfU(C) ⊂MoAU(C). Donc µUCı̃UC(A) ∈ AfU(C).

Notations 1.31. : On peut alors définir les flèches η′C : C→ Af (C) et
µ′C : Af2(C) → Af (C) dans Ens/N, par restriction de ηC : C → A(C) et
µC : A2(C)→ A(C). On vérifie que η′C et µ′C sont naturels en C.

Proposition 1.32. : Af = (Af , η′, µ′) est une monade sur Ens/N qui est
cartésienne.

Preuve : Le fait que Af est une monade résulte de la section 3 de la
première partie. Sa cartésianité vient de ce que l’inclusion Af → A est un
morphisme de monade qui est cartésien et A est cartésienne.

Proposition 1.33. : (Ens/N, U,Af , η′, µ′,L′) est une monade concrète syn-
taxique (où pour tout C ∈ |Ens/N|, L′C est la restriction ce LC).

Preuve : Résulte de la section 1 de la première partie.

2. La monade ω

Introduction : La monade des ∞-catégories strictes est bien connue
(voir [2],[4],[13] et [14]). Nous en donnons ici une présentation légèrement
différente qui est en cohérence avec l’ensemble de ce travail. Bien que n’étant
pas syntaxique, elle se construit malgré tout avec des arbres et en utilise de
nombreuses propriétés. Le lien entre arbre et ensemble globulaire, qui appa-
rait ici avec l’application Γ (notée (−)∗ dans [2]), va continuer à être fort
utile dans les sections qui suivent, ainsi que les morphismes uk.
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2.1 L’ensemble globulaire Arb

• Habituellement on appelle ensemble globulaire un foncteur
Glop → Ens où Gl désigne la catégorie qui a pour objets les entiers
naturels et où les morphismes ...

0
d0

0 //

d1
0

// 1
d0

1 //

d1
1

// 2
d0

2 //

d1
2

// 3 //// . ....

... vérifient les équations ∀k ∈ [2], ∀j ∈ [n], d0
j+1.d

k
j = d1

j+1.d
k
j .

Nous allons maintenant en donner une définition légèrement différente plus
en adéquation avec les outils utilisés ici.

Notations et définitions 2.1. : 1) Un ensemble globulaire G est la donnée :
- d’un ensemble G,
- d’une application dim : G→ N (Pour chaque n ∈ N, notons :
G/n = {c ∈ G/ dim(c) > n}),
- d’une famille de couples d’applications (∂1

p , ∂
0
p : G/p→ G)p∈N,

vérifiant les propriétés suivantes :
(EG1) ∀c ∈ G,∀p ∈ N, ∀k ∈ [2], dim(c) > p ⇒ dim ∂kp (c) = p ,
(EG2) ∀c ∈ G,∀p, q ∈ N,∀k, k′ ∈ [2],

dim(c) > p > q ⇒ ∂kq ∂
k′

p (c) = ∂kq (c).

2) Un morphisme g : G→ G′ entre ensembles globulaires est une applica-
tion g : G→ G′ telle que :
(MEG1) ∀c ∈ G, dim g(c) = dim(c),
(MEG2) ∀c ∈ G,∀p ∈ N,∀k ∈ [2], dim(c) > p ⇒ ∂kpg(c) = g∂kp (c).
3) Les ensembles globulaires et leurs morphismes forment une catégorie
notée Glob.

Proposition 2.2. : On a une équivalence de catégorie :

[Glop,Ens] ' Glob.

Preuve : Elle est donnée par G 7→ (
∐

n∈NG(n), dim, (∂kn)k∈[2],n∈N) où
dim(m,x) = m et pour m > n, ∂kn(m,x) = (n,G(dknm)(x)), la flèche

dknm : n→ m étant la composée n
dkn // n+ 1

dkn+1 // ...
dkm−1 //m .

• Considérons maintenant le langage (S, ar), où S = N et ar = IdN
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Notations 2.3. : - On note Arb = Arb(S, ar).
- Pour chaque a ∈ Arb, on pose dim(a) = h(a)− 1.

Définition 2.4. : Pour chaque p ∈ N, on définit ∂p : Arb → Arb, par
induction sur p.
- Si p = 0 alors, pour tout a ∈ Arb, on pose ∂0(a) = 0(∅).
- Si p > 0 alors, pour tout a ∈ Arb,
.. Si a = 0(∅), on pose ∂p(a) = 0(∅).
.. Si a = n(a0, ..., an−1), où n ≥ 1, on pose
∂p(a) = n(∂p−1a0, ..., ∂p−1an−1).

Proposition 2.5. : Soit p ∈ N et a ∈ Arb.
1) - Si p ≥ dim(a), alors ∂p(a) = a.
- Si dim(a) ≥ p, alors dim∂p(a) = p.
2) dim∂p(a) = inf(p, dim(a)).
3) Pour tout q ∈ N, si q < p, alors ∂q∂p(a) = ∂q(a).

Preuve : Le (1) se montre par induction sur p. La première partie se fait
sans difficulté. Pour la deuxième partie, lorsque p > 0 et a = n(a0, ..., an−1),
où n ≥ 1, on commence par montrer, grâce à l’hypothèse d’induction, que
∀i ∈ [n], dim ∂p−1(ai) ≤ p− 1. Le (2) résulte du (1). Le (3) se montre par
induction sur q.

Corollaire 2.6. : (Arb, dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est un ensemble globulaire, où

pour tout p ∈ N et k ∈ [2], ∂kp : Arb/p→ Arb est la restriction de ∂p.

Proposition 2.7. : Soient a ∈ Arb et p ∈ N.
1) On suppose que ∂p(a) = n(a′0, ..., a

′
n−1), où n ≥ 1. Alors p > 0 et

il existe un unique (a0, ..., an−1) ∈ Arbn tel que a = n(a0, ..., an−1) et
∀j ∈ [n],
a′j = ∂p−1(aj).
2) Si p > 0 et ∂p(a) = 0(∅), alors a = 0(∅).

Preuve : Dans le (1), on distingue les cas p ≥ dim(a) et p < dim(a).
Le (2) est sans difficulté.
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2.2 Les lois ◦p sur Arb

Définition 2.8. : Soient p ∈ N et (a1, a0) ∈ Arb2. On suppose que
∂p(a

1) = ∂p(a
0). On construit a1 ◦p a0 par induction sur p (ou sur

L(a1) + L(a0)).
- Si inf(dim a1, dim a0) = 0 : Soit k ∈ [2] tel que dim(ak) = 0. Alors on
pose :

a1 ◦p a0 = a1−k

- Si inf(dim a1, dim a0) > 0 :
.. si p = 0 : On peut écrire de façon unique ∀k ∈ [2], ak = nk(a

k
0, ..., a

k
nk−1)

où nk ≥ 1. Alors on pose :

a1 ◦p a0 = (n1 + n0)(a1
0, ..., a

1
n1−1, a

0
0, ..., a

0
n0−1)

.. si p > 0 : Notons b = ∂p(a
1) = ∂p(a

0) . Alors b s’écrit
b = n(b0, ..., bn−1), où n ≥ 1 (voir la remarque (R1)) et dans ce cas on
peut aussi écrire de façon unique ak = n(ak0, ..., a

k
n−1) (voir (R2)). Alors on

pose :
a1 ◦p a0 = n(a1

0 ◦p−1 a
0
0, ..., a

1
n−1 ◦p−1 a

0
n−1)

Remarque 2.9. : (R1) On ne peut avoir b = 0(∅) (voir le (2) de la propo-
sition 2.7).
(R2) Résulte du (1) de la proposition 2.7.

Proposition 2.10. : Soient p ∈ N et (a1, a0) ∈ Arb2 tels que
∂p(a

1) = ∂p(a
0).

1) Si inf(dim a1, dim a0) ≤ p on a a1 ◦p a0 = a1−k (où k ∈ [2] est tel
que dim(ak) ≤ p).
2) On a dim(a1 ◦p a0) = sup(dim a1, dim a0).
3) Soit aussi q ∈ N
- Si q ≤ p, ∂q(a

1 ◦p a0) = ∂q(a
1) = ∂q(a

0).
- Si q > p, ∂q(a

1 ◦p a0) = ∂q(a
1) ◦p ∂q(a0).

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.11. : Soient p ∈ N et (a2, a1, a0) ∈ Arb3 tels que
∂p(a

2) = ∂p(a
1) = ∂p(a

0). Alors :

a2 ◦p (a1 ◦p a0) = (a2 ◦p a1) ◦p a0.
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Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.12. : Soient p, q ∈ N, où p > q et (aij)(i,j)∈[2]2 ∈ Arb[2]2

tels que ∀k ∈ [2], ∂p(a
k1) = ∂p(a

k0) et ∂q(a1k) = ∂q(a
0k). Alors :

(a11 ◦p a10) ◦q (a01 ◦p a00) = (a11 ◦q a01) ◦p (a10 ◦q a00).

Preuve : Par induction sur q. On distingue les cas inf(k,k′) dim(akk
′
) = 0

et inf(k,k′) dim(akk
′
) > 0 ( où l’on étudie les sous-cas q = 0 et q > 0).

2.3 Le multi-foncteur
n
⊕

Notation 2.13. : Donnons-nous une liste Ḡ = (Gj)j∈[n] d’ensembles glo-
bulaires. A partir de cette liste on construit un nouvel ensemble globulaire,
de la façon suivante :
Soit (G′j)j∈[n+1] la nouvelle liste d’ensembles définie par G′0 = [n+ 1] et
∀j ∈ [n], G′j+1 = Gj . On pose alors Ĝ =

∐
j∈[n+1] G

′
j . On définit ensuite

dim : Ĝ→ N par dim(0, j) = 0 et dim(j + 1, c) = dim(c) + 1.
Pour chaque p ∈ N et k ∈ [2], ∂kp : Ĝ/p→ Ĝ est défini par :

∂0
0(j, c) = (0, j), ∂1

0(j, c) = (0, j − 1).

et si p > 0, ∂kp (j, c) = (j, ∂kp−1(c)).
(Ĝ, dim, (∂1

p , ∂
2
p)p∈N) est un ensemble globulaire que l’on note

⊕
j∈[n] Gj

( ou encore
n
⊕(Ḡ)).

n
⊕(Ḡ) est en fait solution d’un problème universel que l’on va préciser

maintenant.

Notations 2.14. : • Fixons la liste Ḡ = (Gj)j∈[n] d’ensembles globulaires
et notons U la catégorie qui a :
- Pour objets , les triplets (G, (ui)i∈[n+1], (fi)i∈[n]) où :
.. G est un ensemble globulaire,
.. (ui)i∈[n+1] est une famille d’objets de G (i.e. ∀j ∈ [n+1], dim(uj) = 0),
.. (fi : Gi → G(ui+1, ui))i∈[n] est une liste de morphismes d’ensembles
globulaires (où plus généralement, pour u, v ∈ G tels que
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dim(u) = dim(v) = 0, on note G(u, v) l’ensemble des c ∈ G/0 tels que
∂0

0(c) = u et ∂1
0(c) = v que l’on munit des applications

dim′ : G(u, v)→ N, c 7→ dim(c)− 1 et ∂′kp : G(u, v)/p→ G(u, v),
c 7→ ∂kp+1(c)).
- Pour flèches g : (G, (ui), (fi)) → (G′, (u′i), (f ′i)), un morphisme d’en-
semble globulaire g : G→ G′ tel que :
1) ∀i ∈ [n+ 1], g(ui) = u′i,
2) ∀i ∈ [n], g|i.fi = f ′i où, g|i : G(ui+1, ui) → G(u′i+1, u

′
i) est la restric-

tion de g.
• A partir de la liste Ḡ , fixée précédemment, on construit
Ĝ = (Ĝ, (ωi)i∈[n+1], (σi)i∈[n]) où Ĝ =

⊕
j∈[n] Gj, ωi = (0, i) et

σi : Gi → Ĝ(ωi+1, ωi) est le morphisme d’ensembles globulaires donné par
σi(c) = (i+ 1, c).

Proposition 2.15. : On a Ĝ ∈ |U|. Ĝ est même un objet initial dans U .

Preuve : Soit G = (G, (ui), (fi)) ∈ |U|. On construit g : Ĝ → G, en
posant g(0, j) = uj et si j > 0, g(j, c) = fj−1(c).

Notation 2.16. : Soient maintenant (Gj)j∈[n] et (G′j)j∈[n] deux listes de
n ensembles globulaires et (gj : Gj → G′j)j∈[n] une liste de morphismes
d’ensembles globulaires. Alors (

⊕
j G′j, (ω′j), (σ′j.gj)) ∈ |U| et donc, comme

Ĝ est initial, il existe un unique morphisme d’ensemble globulaire g :⊕
j∈[n] Gj →

⊕
j∈[n] G′j tel que :

1) ∀j ∈ [n+ 1], g(ωj) = ω′j, 2) ∀ ∈ [n], g|j.σj = σ′j.gj.

g est noté
⊕

j∈[n] gj :
⊕

j∈[n] Gj →
⊕

j∈[n] G′j .

Proposition 2.17. : L’application
n
⊕ : Globn → Glob définie,

- sur les objets (Gj)j∈[n] par
n
⊕((Gj)j∈[n]) =

⊕
j∈[n] Gj ,

- sur les flèches (gj : Gj → G′j)j∈[n] par
n
⊕((gj)) =

⊕
j∈[n] gj , est foncto-

rielle.

Preuve : Immédiat.
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2.4 Ensemble globulaire associé à un arbre

Notation 2.18. : On construit une application Arb→ |Glob| , notée Γ , par
induction sur la longueur des arbres (Dans [2], l’ensemble globulaire Γ(a)
est noté a∗). Soit a ∈ Arb,
- Si a = 0(∅), on pose Γ(a) = Γ0 où Γ0 désigne {0} vu comme
ensemble globulaire (dim(0) = 0 et Γ0/0 = ∅).
- Si a = n(a0, ..., an−1), où n ≥ 1, on pose Γ(a) =

⊕
j∈[n] Γ(aj).

Notation 2.19. : Pour chaque k ∈ [2] et p ∈ N on construit des morphismes
d’ensembles globulaires dkp(a) : Γ(∂p(a))→ Γ(a), par induction sur p (ou
sur L(a)) :
- Si a = 0(∅), on pose dkp(a) = IdΓ0 .
- Si a = n(a0, ..., an−1), où n ≥ 1, alors,
.. si p = 0, dk0(a) : Γ0 → Γ(a) est défini par :

d0
0(a)(0) = (0, n) = ωn, d1

0(a)(0) = (0, 0) = ω0.

- Si p > 0 , on pose :
dkp(a) =

⊕
j∈[n] dkp−1(aj) :

⊕
j∈[n] Γ∂p−1(aj)→

⊕
j∈[n] Γ(aj).

Proposition 2.20. : Soient a ∈ Arb, k ∈ [2] et p ∈ N.
1) Si dim(a) ≤ p alors ∂p(a) = a et dkp(a) = IdΓ(a).
2) Soient aussi q ∈ N tel que q < p et k′ ∈ [2], alors
dkq(a) = dk

′
p (a).dkq∂p(a).

Preuve : (1) La première identité a déjà été montrée. La seconde se
montre par induction sur p. Le (2) se montre aussi par induction sur p
(ou sur L(a)).

2.5 Les morphismes uk

Notation 2.21. : Etant donnés p ∈ N et (a1, a0) ∈ Arb2 tels que
∂p(a

1) = ∂p(a
0) on va construire des morphismes d’ensembles globulaires

canoniques :

Γ(a1)
u1
p(a1,a0)−→ Γ(a1 ◦p a0)

u0
p(a1,a0)←− Γ(a0)

par induction sur p (ou sur L(a1) + L(a0)). Posons a = a1 ◦p a0. Pendant
la construction on note simplement u1 et u0 les deux morphismes u1

p(a1,a0)
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et u0
p(a1,a0).

- Si inf(dim a1, dim a0) = 0, soit k ∈ [2] tel que dim(ak) = 0, alors on
pose uk = dkp(a) et u1−k = IdΓ(a).
- Si inf(dim a1, dim a0) > 0,
.. si p = 0, alors on peut écrire ∀k ∈ [2], ak = nk(a

k
0, ..., a

k
nk−1) avec

nk ≥ 1 et a = (n1 + n0)(a1
0, ..., a

1
n1−1, a

0
0, ..., a

0
n0−1). Pour chaque j ∈ N,

posons ω0
j = (0, n1 + j) et ω1

j = (0, j), et pour chaque k ∈ [2], j ∈ [nk]
et x ∈ Γ(akj ), σ

0
j (x) = (n1 + j + 1, x) et σ1

j (x) = (j + 1, x). On vérifie
que
∀k ∈ [2],∀j ∈ [nk], σkj : Γ(akj ) → Γ(a)(ωkj+1, ω

k
j ) est un morphisme

d’ensemble globulaire et que (Γ(a), (ωkj ), (σkj )) ∈ |U|. Il existe donc un
unique morphisme d’ensemble globulaire
uk : Γ(ak) =

⊕
j∈[nk] Γ(akj )→ Γ(a) tel que ∀j ∈ [nk+ 1],

uk(ωj) = ωkj et ∀j ∈ [nk], uk|j.σj = σkj (où uk|j est la restriction de uk

à Γ(ak)(ωj+1, ωj)→ Γ(a)(ωkj+1, ω
k
j )).

.. si p > 0, on sait qu’il existe un unique n ∈ N∗ tel que ∀k ∈ [2],
ak = n(ak0, ..., a

k
n−1) et alors a = n(a1

0 ◦p−1 a
0
0, ..., a

1
n−1 ◦p−1 a

0
n−1). On pose

alors :

uk =
⊕
j∈[n]

ukj : Γ(ak) =
⊕
j∈[n]

Γ(akj )→
⊕
j∈[n]

Γ(a1
j ◦p−1 a

0
j) = Γ(a).

(où ukj = uk
(p−1)(a1

j ,a
0
j )

).

Proposition 2.22. : Soient p ∈ N et (a1, a0) ∈ Arb2 tels que
∂p(a

1) = ∂p(a
0). Alors, si inf(dima1, dima0) ≤ p ( soit k ∈ [2] tel que

dim(ak) ≤ p), on a uk = dkp(a) et u1−k = IdΓ(a) (où a = a1 ◦p a0).

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.23. : Soient p ∈ N et (a1, a0) ∈ Arb2 tels que
∂p(a

1) = ∂p(a
0). Notons b = ∂p(a

1) = ∂p(a
0). Alors le carré suivant com-

mute et c’est une somme amalgamée dans Glob :

Γ(b)
d1
p(a0)

//

d0
p(a1)

��

Γ(a0)

u0

��
Γ(a1) u1

// Γ(a1 ◦p a0)
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où uk = ukp(a1,a0).

Preuve : Pour la commutation du carré, on l’obtient par induction sur p.
Pour la somme amalgamée, on montre successivement que :
- Pour tout k ∈ [2], uk est injectif,
- ∀(x1, x0) ∈ Γ(a1)× Γ(a0), u1(x1) = u0(x0) ⇒ ∃y ∈ Γ(b),∀k ∈ [2],
d1−k
p (ak)(y) = xk,

- la famille Γ(a1)
u1

−→ Γ(a1 ◦p a0)
u0

←− Γ(a0) est épimorphe dans Ens,
- notre carré vérifie la propriété universelle.
Les trois premières étapes se montrent par induction sur p.

Proposition 2.24. : Soient p, q ∈ N et (a1, a0) ∈ Arb2 tels que
∂p(a

1) = ∂p(a
0). Pour simplifier, on note a = a1 ◦p a0 et

∀k ∈ [2], uk = ukp(a1,a0). Alors :
1) Si q < p, ∀k, k′ ∈ [2], dkq(a) = uk

′
.dkq(a

k′),
2) Si q = p, ∀k ∈ [2], dkq(a) = uk.dkq(a

k),
3) Si q > p, ∀k, k′ ∈ [2], dkq(a).uk

′
q = uk

′
.dkq(a

k′), où uk
′
q = uk

′

p(∂qa1,∂qa0).

Preuve : par induction sur p.

Proposition 2.25. : Soient p ∈ N et (a2, a1, a0) ∈ Arb3 tels que
∂p(a

2) = ∂p(a
1) = ∂p(a

0). On note uεij = uεp(ai,aj), uεi(jk) = uε
p(ai,aj◦pak)

,
uε(ij)k = uε

p(ai◦paj ,ak)
Alors :

1) u1
(21)0.u

0
21 = u0

2(10).u
1
10,

2) u0
(21)0 = u0

2(10).u
0
10,

3) u1
2(10) = u1

(21)0.u
1
21.

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.26. : Soient p, q ∈ N, où p > q et (aij)(i,j)∈[2]2 ∈ Arb[2]2

tels que ∀k ∈ [2], ∂p(a
k1) = ∂p(a

k0) et ∂q(a1k) = ∂q(a
0k). On note :

e = (a11 ◦p a10) ◦q (a01 ◦p a00) = (a11 ◦q a01) ◦p (a10 ◦q a00), uεt = uεt(α,β),
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uε•k = uε
q(a1k,a0k)

, uεk• = uε
p(ak1,ak0)

. Alors le diagramme suivant commute :

Γ(a11)
u1
•1 //

u1
1•
��

Γ(a11 ◦q a01)

u1
p

��

Γ(a01)
u0
•1oo

u1
0•
��

Γ(a11 ◦p a10)
u1
q // Γ(e) Γ(a01 ◦p a00)

u0
qoo

Γ(a10)

u0
1•

OO

u1
•0 // Γ(a10 ◦q a00)

u0
p

OO

Γ(a00)
u0
•0oo

u0
0•

OO

Preuve : Par induction sur q.

2.6 L’∞-catégorie stricte ω(G)

Notations 2.27. : Soit G un ensemble globulaire. On note ω(G) l’ensemble
des triplets (n, a, g) où n ∈ N, a ∈ Arb, tel que dim(a) ≤ n, et
g : Γ(a) → G est un morphisme d’ensemble globulaire. On définit ensuite
l’application dim : ω(G) → N en posant dim(n, a, g) = n. Pour chaque
p ∈ N et k ∈ [2] on définit aussi une application ∂kp : ω(G) → ω(G) en
posant ∂kp (n, a, g) = (p, ∂p(a), g.dkp(a)).

Proposition 2.28. : (ω(G), dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est un ensemble globulaire.

Preuve : Résulte essentiellement de la proposition 2.20.

Notations 2.29. : Lorsque α ∈ ω(G), on définit α ∈ Arb et
gα : Γ(α)→ G la flèche de Glob telle que α = (dim(α), α, gα).

On va maintenant montrer que ω(G) a canoniquement une structure
d’∞-catégorie stricte. Commençons donc par donner une définition ”glo-
bale” des∞-catégories strictes (Pour le concept originel voir [8]) :

Définition 2.30. : On appelle∞-catégorie stricte la donnée :
- d’un ensemble C,
- d’une application dim : C → N,
- d’une application ı : C → C,
- d’une famille d’applications (∂kp : C → C)(k,p)∈[2]×N,
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- d’une autre famille d’applications (◦p : ~
p
C → C)p∈N où on note

~
p
C = {(x1, x0) C2/ dim(x1) = dim(x0) > p et ∂0

p(x1) = ∂1
p(x0)}.

Ces données doivent satisfaire les axiomes suivants :
(GD) ∀k ∈ [2],∀p ∈ N, ∀x ∈ C, dim∂kp (x) = p,
(GG) ∀k, k′ ∈ [2],∀p, q ∈ N,∀x ∈ C, q < p ⇒ ∂kq ∂

k′
p (x) = ∂kq (x),

(GR) ∀k ∈ [2],∀p, n ∈ N,∀x ∈ C, p ≥ n = dim(x) ⇒ ∂kp (x) = ıp−n(x),
(CD) ∀p ∈ N,∀(x1, x0) ∈ ~

p
C, dim(x1 ◦p x0) = dim(x1) = dim(x0),

(CG) ∀p, q ∈ N,∀(x1, x0) ∈ ~
p
C,∀k ∈ [2],

q ≤ p ⇒ ∂kq (x1 ◦p x0) = ∂kq (xk),
q > p ⇒ ∂kq (x1 ◦p x0) = ∂kq (x1) ◦p ∂kq (x0),

(Uni) ∀p, n ∈ N,∀x ∈ C, p < n = dim(x) ⇒ x ◦p (ın−p.∂0
p)(x) = x et

(ın−p.∂1
p)(x) ◦p x = x,

(Ass) ∀p ∈ N,∀(x2, x1, x0) ∈ C3,
(x2, x1), (x1, x0) ∈ ~

p
C ⇒ x2 ◦p (x1 ◦p x0) = (x2 ◦p x1) ◦p x0,

(Ech) ∀p, q ∈ N,∀(x00, x01, x10, x11) ∈ C4, p > q et ∀k ∈ [2],
(xk1, xk0) ∈ ~

p
C et (x1k, x0k) ∈ ~

q
C ⇒

(x11 ◦p x10) ◦q (x01 ◦p x00) = (x11 ◦q x01) ◦p (x10 ◦q x00).

Notations et définitions 2.31. : Sur ω(G) on définit les lois suivantes :
- une application ı : ω(G)→ ω(G), en posant ı(n, a, g) = (n+ 1, a, g),
- pour chaque p ∈ N l’application ◦p : ~

p
ω(G)→ G, (α1, α0) 7→ α1 ◦p α0

où α1 ◦p α0 est défini de la façon suivante :
Tout d’abord posons, pour chaque k ∈ [2], αk = (nk, ak, gk). Alors, par hy-
pothèse, n1 = n0, ∂p(a1) = ∂p(a0) et on a l’identité g1.d

1
p(a0) = g0.d

0
p(a1)

et donc, grâce à la somme amalgamée donnée à la proposition 2.23, on ob-
tient l’unique morphisme d’ensemble globulaire g10 : Γ(a1 ◦p a0)→ G qui
vérifie g10.u

1 = g1 et g10.u
0 = g0 (où uk = ukp(a1,a0)).

On peut alors poser α1 ◦p α0 = (n, a1 ◦p a0, g10) (où n = n1 = n0).

Proposition 2.32. : (ω(G), dim, ı, (∂kp )(k,p)∈[2]×N, (◦p)p∈N) est une
∞-catégorie stricte.

Preuve : Remarquons déjà que (GD) et (CD) sont immédiats. Ensuite
on obtient :
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J. PENON PURETÉ DE LA MONADE DE BATANIN

(GG) par la proposition 2.20,
(GR) par la proposition 2.5 et la proposition 2.20,

(CG) par la proposition 2.10 et la proposition 2.24,

(Uni) par la proposition 2.10 et la proposition 2.22,

(Ass) par la proposition 2.11 et la proposition 2.25,

(Ech) par la proposition 2.12 et la proposition 2.26.

2.7 ∞-catégorie stricte libre

Donnons déjà une version globale de la notion d’∞-foncteur strict.

Définition 2.33. : C et C′ étant deux ∞-catégories strictes, un ∞-foncteur
strict F : C→ C′ est la donnée d’une application F : C → C ′ vérifiant les
conditions suivantes :
(FD) ∀x ∈ C, dimF (x) = dim(x),
(FG) ∀x ∈ C,∀p ∈ N,∀k ∈ [2], F∂kp (x) = ∂kpF (x),
(FC) ∀p ∈ N,∀(x1, x0) ∈ ~

p
C, F (x1 ◦p x0) = F (x1) ◦p F (x0).

Notations 2.34. : On note∞-Cat la catégorie des ∞-catégories strictes et
de leurs∞-foncteurs stricts. Notons aussi U :∞-Cat→ Glob le foncteur
d’oubli canonique.

2.7.1 Construction de g∗

Notation 2.35. : Soit g : G→ G′ un morphisme d’ensembles globulaires.
On construit une application g∗ : ω(G)→ ω(G′) en posant
g∗(n, a, γ) = (n, a, g.γ).

Proposition 2.36. : 1) g∗ : ω(G)→ ω(G′) est un∞-foncteur strict.
2) L’application g 7→ g∗ est fonctorielle (On note ω l’endo-foncteur de
Glob obtenu).

Preuve : Sans difficulté.
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2.7.2 Construction de vC

Notation 2.37. : Soient maintenant C ∈ |∞ − Cat| et α ∈ ωU(C). On
construit vC(α) ∈ C tel que dim vC(α) = dim(α) par induction sur
dim(α). Écrivons α = (m, a, γ) ∈ ωU(C).
- Si a = 0(∅), alors Γ(a) = Γ0. Posons vC(α) = ımγ(0).
- Si a = n(a0, ..., an−1), où n ≥ 1. Alors Γ(a) =

⊕
j∈[n] Γ(aj). Pour

chaque j ∈ [n+ 1], posons ωj = (0, j) ∈ Γ(a). Notons aussi
Cj = C(γ(ωj+1), γ(ωj)) et γ|j la restriction de γ à
Γ(a)(ωj+1, ωj) → Cj . On pose ensuite αj = (m − 1, aj, γ|j.σj) ∈ ωU(Cj)
Alors, par hypothèse d’induction, vCj

(αj) ∈ Cj et
dim vCj

(αj) = dim(αj) = m− 1. On vérifie que ∀j ∈ [n],
(vCj

(αj), vCj+1
(αj+1)) ∈ ~

0
C. On peut donc poser

vC(α) = ι0vC0(α0) ◦0 ι1vC1(α1) ◦0 ... ◦0 ιn−1vCn−1(αn−1).

(où ιj : Cj → C est l’injection canonique. Signalons que
dim ιj(c) = dim(c) + 1 et que ιj(c1 ◦p c0) = ιj(c1) ◦p+1 ιj(c0)). On vérifie
enfin que dim vC(α) = dim(α).

Proposition 2.38. : 1) vC : ωU(C)→ C est un∞-foncteur strict.
2) vC est naturel en C .

Preuve : par induction sur la dimension des cellules de ωU(C) où C
est quelconque.

2.7.3 Construction de ηG

Notation 2.39. : Pour chaque entier n ∈ N, notons αn l’arbre 1n(0(∅))
(Rappelons que 1 est un symbole fonctionnel d’arité 1 du langage de
base).

Proposition 2.40. : Pour tout n ∈ N,
Γ(αn) = {gkp(n)/k ∈ [2], p ∈ [n + 1]} où gkp(n) est défini par induction
sur n par :
- si n = 0, g0

0(0) = g1
0(0) = 0,

- si n > 0 et,
.. si p = 0, g0

0(n) = (0, 1), g1
0(n) = (0, 0),

.. si p > 0, gkp(n) = (1, gkp−1(n− 1)).
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Preuve : sans difficulté.

Notation 2.41. : Pour chaque G ∈ |Glob|, on construit ηG : G → ω(G) en
posant ηG(c) = (n, αn, g(c)) où n = dim(c) et g(c) : Γ(αn) → G est
défini par g(c)(g

k
p(n)) = ∂kp (c). (On remarque que cette définition a bien un

sens, même si gkp(n) = gk
′
p (n) pour k 6= k′). On vérifie que g(c) est un

morphisme d’ensemble globulaire.

Proposition 2.42. : 1) ηG : G → ω(G) est un morphisme d’ensemble
globulaire.
2) ηG est naturel en G (On note η : IdGlob → ω cette transformation
naturelle).

Preuve : (1) On montre que pour n > p on a ∂p(αn) = αp et
g(∂kp c)

= g(c).d
k
p(αn).

(2) On montre que pour g : G → G′ dans Glob et c ∈ G, on a
g.g(c) = g(gc).

Proposition 2.43. : Soit C ∈ |∞-Cat|. Alors on a vC.ηU(C) = IdU(C).

Preuve : par induction sur la dimension des cellules de C.

2.7.4 Construction de 1(c0,c1)

Remarques 2.44. : Soient G ∈ |Glob| et
c0, c1 ∈ G(0) = {c ∈ G/dim(c) = 0}. On va construire un ∞-foncteur
strict 1(c0,c1) : ω(G(c0, c1))→ ω(G)(ηGc0, ηGc1).

Soit (n, a, γ) ∈ ω(G(c0, c1)). On constate que : Γ(1a) =
1
⊕Γ(a) =

{(0, 0), (0, 1)} ∪ {(1, x)/x ∈ Γa} = {ω0, ω1} ∪ {σ0(x)/x ∈ Γa}. En fait
σ0 : Γ(a) → Γ(1a)(ω1, ω0) est un isomorphisme d’ensemble globulaire. A
partir de γ : Γ(a) → G(c0, c1) on construit l’application γ̄ : Γ(1a) → G
en posant ∀k ∈ [2], γ̄(ωk) = c1−k et γ̄.σ0(x) = γ(x) ∈ G(c0, c1) ⊂ G .
On vérifie que γ̄ : Γ(1a)→ G est un morphisme d’ensembles globulaires.

Notation 2.45. : On note 1(c0,c1) : ω(G(c0, c1)) → ω(G) l’application
définie par 1(c0,c1)(n, a, γ) = (n+ 1, 1a, γ̄).
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J. PENON PURETÉ DE LA MONADE DE BATANIN

Proposition 2.46. : 1) ∀α ∈ ω(G(c0, c1)), 1(c0,c1)(α) ∈ ω(G)(ηGc0, ηGc1).
2) 1(c0,c1) : ω(G(c0, c1))→ ω(G)(ηGc0, ηGc1) est un∞-foncteur strict.
3) On a l’identité 1(c0,c1).ηG(c0,c1) = ηG|, où ηG| est la restriction de ηG à
G(c0, c1))→ ω(G)(ηGc0, ηGc1).
4) Soit g : G→ G′ un morphisme d’ensembles globulaires et
c0, c1 ∈ G(0). Alors on a l’identité :

g∗|.1(c0,c1) = 1(gc0,gc1).(g|)∗
où g| et g∗| sont des restrictions de g et g∗.
5) Soient C une∞-catégorie stricte et c0, c1 ∈ C(0). Alors on a l’identité :

vC|.1(c0,c1) = vC

où vC| est une restriction de vC et C = C(c0, c1).

Preuve : On le vérifie sans difficulté.

2.7.5 La propriété universelle

Théorème 2.47. : Le foncteur d’oubli U : ∞-Cat → Glob admet pour
adjoint à gauche le foncteur L (où L(G) est ω(G) muni de sa structure
d’∞-catégorie stricte et pour tout g : G → G′, L(g) est g∗ considéré
comme∞-foncteur strict).

Preuve : Soient G ∈ |Glob| et C ∈ |∞-Cat|. On montre que l’applica-
tion can :∞-Cat(LG,C)→ Glob(G, UC), donnée par
can(F ) = U(F ).ηG, a pour inverse l’application can′ : g 7→ vC.g∗. On voit
en effet facilement l’égalité can.can′ = Id et donc que can est surjective.
Pour l’injectivité, on montre l’implication suivante : can(F ) = g ⇒
F = can′(g). Pour cela, F étant fixé on vérifie, par induction sur la lon-
gueur de α et en faisant intervenir ce qui précède, que :
∀α ∈ ω(G), F (α) = vC.g∗(α).

Remarque 2.48. : L’adjonction...

∞− Cat
U

⊥ 22 Glob
Lpp

... induit une monade (ω, η, µ) sur Glob, où ω et η ont déjà été définies
et où µ : ω2 → ω est donnée par µG = UvL(G).

- 27 -
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3. La monade P

Introduction : La monade P est une version non-réflexive de la monade
qui a été présentée dans [10] (Elle est explicitement définie dans [3] et [7])
. On la construit ici tout naturellement à l’aide des outils introduits dans les
sections précédentes. Cette monade que l’on rend concrète est syntaxique
et cartésienne(voir [3]) (On montre ce dernier résultat grâce à la notion de
polarisation d’une opération - voir la notation 3.33). Cependant elle n’est
pas pure (voir la proposition 3.40). C’est pour combler cette lacune que nous
construirons la monade B à la section suivante.

3.1 Domaine et co-domaine d’un arbre

On se place maintenant dans un cas particulier des conventions 1.1.

Conventions 3.1. : On fixe maintenant le langage (SP, ar) donné par :

SP = {?p/p ∈ N} ∪ {�}.

où ar(?p) = ar(�) = 2. On lui donne une structure relativement dimen-
sionnelle en considérant les applications δ(?p), δ(�) : N2 → N définies
par
δ(?p)(x, y) = sup(p+ 1, x, y) et δ(�)(x, y) = 1 + sup(x, y). Ensuite, pour
chaque ensemble C ∈ |Ens| on note A′(C) = Arb(SP(C), ar) (pour la
distinguer de la notation A(C) qui sera utilisée dans la prochaine section).

Remarque 3.2. : On constate que le langage relativement dimensionnel
(SP(C), ar, δ) est croissant (voir la première partie, section 2).

Notations 3.3. : Fixons déjà un ensemble globulaire
G = (G, dim, (∂1

p , ∂
0
p)p∈N) et soit a ∈ A′(G).

On note I(a) = a�a. On voit que dim I(a) = 1 + dim(a) et donc
dim In(a) = n+ dim(a).
Soient maintenant p ∈ N, k ∈ [2]. On définit ∂kp (a) de la façon suivante :
- Si p ≥ dim(a), on pose ∂kp (a) = Ip−n(a) (où n = dim(a)).
- Si p < dim(a), on définit ∂kp (a) par induction sur L(a).
.. Si a = c(∅), où c ∈ G, alors on pose ∂kp (a) = ∂kp (c)(∅).
.. Si a = a1 ?q a0, on pose :
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... pour q ≥ p, ∂kp (a) = ∂kp (ak),

... pour q < p, ∂kp (a) = ∂kp (a1) ?q ∂
k
p (a0),

.. Si a = a1�a0, on pose ∂kp (a) = ∂kp (ak).

Proposition 3.4. : ∀p ∈ N,∀k ∈ [2],∀a ∈ A′(G), dim ∂kp (a) = p.

Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 3.5. : Soit g : G → G′ un morphisme d’ensemble globulaire.
Alors :
1) ∀a ∈ A′(G), g̃I(a) = Ig̃(a).
2) ∀a ∈ A′(G),∀p ∈ N,∀k ∈ [2], g̃∂kp (a) = ∂kp g̃(a).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), par induction sur L(a).

Corollaire 3.6. : 1) ∀a ∈ A′(G), |I(a)| = I(|a|).
2) ∀a ∈ A′(G),∀p ∈ N,∀k ∈ [2], |∂kp (a)| = ∂kp (|a|).

Proposition 3.7. : 1) ∀A ∈ A′2(G), µG(IA) = IµG(A).
2) ∀A ∈ A′2(G), ∀p ∈ N,∀k ∈ [2], µG∂

k
p (A) = ∂kpµG(A).

Preuve : Le (1) est immédiat.Pour le (2), par induction sur L(A).

3.2 Arbres compatibles avec un ensemble globulaire

Notation 3.8. : G = (G, dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) étant un ensemble globulaire

fixé, on va construire une nouvelle classe d’arbres notée A′g(G). On la
construit par induction sur la longueur des arbres. Soit a ∈ A′(G).
- Si a = c(∅), où c ∈ G, alors a ∈ A′g(G).
- Si a = a1 ?p a0, alors a ∈ A′g(G) ssi
a1, a0 ∈ A′g(G), ∀k ∈ [2], dim(ak) = dim(a) et ∂0

p(a1) = ∂1
p(a0).

- Si a = a1�a0, alors a ∈ A′g(G) ssi a1, a0 ∈ A′g(G) et a1//a0 (c.a.d.
dim(a1) = dim(a0) et, n étant cette dimension,
.. si n = 0, a1 = a0,
.. si n > 0, ∀k ∈ [2], ∂kn−1(a1) = ∂kn−1(a0)).

Proposition 3.9. : 1) ∀a ∈ A′g(G), I(a) ∈ A′g(G).
2) ∀p ∈ N,∀k ∈ [2],∀a ∈ A′g(G), p ≤ dim(a) ⇒ ∂kp (a) ∈ A′g(G).
3) ∀p, q ∈ N,∀k, k′ ∈ [2],∀a ∈ A′g(G),
q < p < dim(a) ⇒ ∂kq ∂

k′
p (a) = ∂kq (a).
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Preuve : Par induction sur L(a).

Corollaire 3.10. : (A′g(G), dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est un ensemble globulaire.

On le note A′g(G).

Proposition 3.11. : Soit g : G→ G′ un morphisme d’ensemble globulaire.
Alors :
1) ∀a ∈ A′g(G), g̃(a) ∈ A′g(G′).
2) g̃ : A′g(G)→ A′g(G′) est un morphisme d’ensemble globulaire.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Proposition 3.12. : 1) ∀A ∈ A′gA′g(G), µGı̃G(A) ∈ A′g(G), où
ıG : A′g(G)→ A′(G) est l’injection canonique. On note
µ′G : A′gA′g(G)→ A′g(G) la restriction de µG.
2) µ′G : (A′g)2(G)→ A′g(G) est un morphisme d’ensemble globulaire.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(A). Le (2) est immédiat.

Remarques 3.13. : 1) L’application g 7→ g̃ : A′g(G) → A′g(G′) est
fonctorielle. On note A′g l’endo-foncteur de Glob obtenu.
2) L’application η′G : G → A′g(G), restriction de ηG est un morphisme
d’ensemble globulaire G → A′g(G). Etant naturelle en G, on obtient une
transformation naturelle η′ : IdGlob → A′g.
3) De même, µ′G est naturelle en G. On obtient une transformation naturelle
notée µ′ : (A′g)2 → A′g.

Proposition 3.14. : 1) (A′g, η′, µ′) est une monade sur Glob.
2) (Glob, U,A′g, η′, µ′,L′) est une monade concrète syntaxique, où
L′G = L(G,dim).ıG.

Preuve : Pour le (1) voir la section 3 de la première partie et pour le (2)
cela résulte de la section 1 de la première partie.

3.3 La classe A′c(G)

Avant de définir cette classe d’arbres commençons par introduire le con-
cept de ”globalisation totale” d’une ∞-catégorie stricte (c’est essentielle-
ment le même concept que dans [10], page 67).
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Notations et définitions 3.15. : 1) Soit C = (C, dim, ı, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N, (◦p)p∈N)

une ∞-catégorie stricte. On note Tot(C) = C
∐

1. Par abus de notation on
écrit Tot(C) = C ∪ {ω}, où ω /∈ C. On munit Tot(C) des applications
suivantes :
- dim : Tot(C)→ N = N ∪ {∞} est défini par dim(x) = dim(x) si
x ∈ C et dim(ω) = ∞. (Attention ! Il y a un risque de confusion avec la
notation donnée dans la partie 1, section 2).
- ı : Tot(C)→ Tot(C) est donné par ı(x) = ı(x) si x ∈ C et ı(x) = ω
sinon.
- Pour tout (k, p) ∈ [2]× N, ∂̄kp : Tot(C)→ Tot(C) est défini par :
∂̄kp (x) = ∂kp (x) si x ∈ C, ∂̄kp (x) = ω sinon.
- Pour tout p ∈ N, ◦̄p : Tot(C)2 → Tot(C) est donné par :
x◦̄px′ = x ◦p x′ si x, x′ ∈ C et (x, x′) ∈ ~

p
C et x◦̄px′ = ω sinon.

- � : Tot(C)2 → Tot(C) est donné par :
x�x′ = ı̄(x) si x = x′ et x�x′ = ω sinon.

2) On définit ensuite, pour chaque G ∈ |Glob|, une application
δG : A′(G) → Tot ω(G) par induction sur la longueur d’un arbre. Soit
a ∈ A′(G).
- Si a = c(∅), où c ∈ G, on pose δG(a) = ηG(c) ∈ ω(G).
- Si a = a1 ?p a0, on pose δG(a) = δG(a1)◦̄pδG(a0).
- Si a = a1�a0, on pose δG(a) = δG(a1)�δG(a0).

On est maintenant en mesure de construire la classe A′c(G) (notée
T̂ e(D) dans [10], page 72).

Notation 3.16. : A′c(G) est un sous-ensemble de A′(G) défini par induc-
tion sur la longueur des arbres de la façon suivante. Soit a ∈ A′(G).
- Si a = c(∅), où c ∈ G, alors a ∈ A′c(G).
- Si a = a1 ?p a0, alors a ∈ A′c(G) ssi
a1, a0 ∈ A′c(G), ∀k ∈ [2], dim(ak) = dim(a) et ∂0

p(a1) = ∂1
p(a0).

- Si a = a1�a0, alors a ∈ A′c(G) ssi a1, a0 ∈ A′c(G), a1//a0 et
δG(a1) = δG(a0).

Remarque 3.17. : On a A′c(G) ⊂ A′g(G).
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Proposition 3.18. : Soit a ∈ A′c(G), alors :
1) ∀p ∈ N,∀k ∈ [2], p < dim(a) ⇒ ∂kp (a) ∈ A′c(G),
2) dim δG(a) = dim(a),
3) ∀p ∈ N,∀k ∈ [2], p < dim(a) ⇒ ∂̄kpδG(a) = δG∂

k
p (a).

Preuve : On montre (1),(2) et (3) dans une même induction sur L(a).

Corollaire 3.19. : 1) (A′c(G), dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est un sous-ensemble glo-

bulaire de A′g(G).
2) ∀a ∈ A′c(G), δG(a) ∈ ω(G).

Notations 3.20. : L’ensemble globulaire (A′c(G), dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est

noté A′c(G) ou encore P (G). On note aussi pG la restriction de δG à
P (G)→ ω(G).

Remarques 3.21. : pG a les propriétés suivantes. Soit a ∈ A′c(G),
1) - si a = c(∅), pG(a) = ηG(c),
- si a = a1 ?p a0, pG(a) = pG(a1) ◦p pG(a0),
- si a = a1�a0, pG(a) = ıpG(a1) = ıpG(a0) (car pG(a1) = pG(a0)).
2) pG : P (G)→ ω(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.

Proposition 3.22. : Soit g : G → G′ un morphisme d’ensembles globu-
laires, alors
1) ∀a ∈ A′c(G), g̃(a) ∈ A′c(G′),
2) ∀a ∈ A′c(G), pG′ .g̃(a) = ω(g).pG(a).

Preuve : Le (1) et le (2) se montrent successivement dans une même
induction sur L(a).

Proposition 3.23. : 1) ∀A ∈ A′cA′c(G), µGı̃G(A) ∈ A′c(G), où
ıG : A′c(G)→ A′(G) est l’injection canonique. On note
µ′G : A′cA′c(G)→ A′c(G) la restriction de µG : A′A′(G)→ A′(G).
2) µ′G : P 2(G)→ P (G) est un morphisme d’ensembles globulaires.

Preuve : Le (1) résulte du lemme suivant :

Lemme 3.24. : Pour tout G ∈ |Glob|, on a la commutation du diagramme
suivant :

UP 2(G)
ıP (G) //

pP (G)

��

A′UP (G)
ı̃G // A′2U(G)

µU(G) // A′U(G)

δG
��

ωP (G)
ω(pG)

// ω2(G) µG
// ω(G)

i
// Totω(G)
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où i : ω(G)→ Totω(G) est l’ injection canonique.

Preuve : (du lemme) Par induction sur la longueur des arbres.

Remarques 3.25. : 1) Pour toute flèche g : G→ G′ de Glob,
g̃ : P (G)→ P (G′) est un morphisme d’ensembles globulaires.
2) L’application g 7→ g̃ : P (G) → P (G′) est fonctorielle. On note P
l’endo-foncteur de Glob obtenu.
3) Dans Glob les morphismes pG : P (G) → ω(G) sont naturels en G.
On note p : P → ω la transformation naturelle obtenue.
4) L’application, encore notée η′G, restriction de η′G : G → A′g(G) à
G→ A′c(G) est un morphisme d’ensembles globulaires G→ P (G). Etant
naturel en G, on en fait une transformation naturelle η′ : IdGlob → P .
5) De même, µ′G est naturel en G. On note µ′ : P 2 → P la transformation
naturelle obtenue.

Proposition 3.26. : 1) P = (P, η′, µ′) est une sous-monade de (A′g, η′, µ′)
sur Glob .
2) p : (P, η′, µ′)→ (ω, η, µ) est un morphisme de monade.
3) (Glob, U,P,L′) est une monade concrète syntaxique, où
L′G : UP (G)→ N est la restriction de L′G : UA′g(G)→ N.

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la première partie, le (2) essen-
tiellement du lemme 3.24 et le (3) de la section 1 de la première partie.

Voici encore un résultat utile sur P :

Proposition 3.27. : Soient m : G′ → G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires et a ∈ A′c(G) tel que l{G}(a) ⊂ m(G′). Alors il existe un
unique a′ ∈ A′c(G′) tel que m̃(a′) = a.

Preuve : Par induction sur L(a).

Corollaire 3.28. : Soient m : G′ → G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires et a′ ∈ A′(G′) tel que m̃(a′) ∈ A′c(G). Alors a′ ∈ A′c(G′).

3.4 Polarisation

Rappelons que le concept de polarisation a été introduit pour montrer la
cartésianité de P. Il aura son pendant dans la section 5.
• Retournons brièvement à la monade ω .
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Notation et définition 3.29. : Lorsque α = (n, a, !Γa) ∈ ω(I), on note
Pol(α) = (n, a, IdΓa) ∈ ω(Γa). On dit que c’est la polarisation de α dans
ω.

Proposition 3.30. : Soit p ∈ N.
1) ∀k ∈ [2],∀α ∈ ω(I), p < dim(α) ⇒ ∂kpPol(α) = ω(dkp(α)).Pol(∂kpα).
2) ∀(α1, α0) ∈ ~

p
ω(I) ⇒ Pol(α1 ◦p α0) = ω(u1)Pol(α1) ◦p ω(u0)Pol(α0)

où on note uk = ukp(α1,α0) .

Preuve : Sans difficulté.
• Revenons maintenant à la monade P. Dorénavant on identifie P (G)

et A′c(G) (qui est son ensemble sous-jacent). De plus, comme en 1.3, notons
0n, où n ∈ N, les éléments d’un ensemble globulaire final I fixé.

Notations et définitions 3.31. : 1) Pour chaque a ∈ P (I) et j ∈ [la], on
définit Cellj(a) ∈ Γ(pI(a)) (voir la notation α dans 2.29), par induction sur
L(a).
- Si a = 0n(∅), on a l(a) = 1 donc j = 0, et pI(a) = αn = 1n(0(∅)). On
pose alors Cellj(a) = g0

n(n) = g1
n(n) ∈ Γ(αn) (voir la proposition 2.40).

- Si a = a1 ?p a0 , alors :
.. si j < l(a1), on pose Cellj(a) = u1Cellj(a1), où uk = ukp(pI(a1),pI(a0)),
.. si l(a1) < j ≤ l(a), on pose Cellj(a) = u0Cellj−la1(a0).
- Si a = a1�a0, alors :
.. si j < l(a1), on pose Cellj(a) = Cellj(a1),
.. si l(a1) < j ≤ l(a), on pose Cellj(a) = Cellj−la1(a0).

2) On note ensuite Cell(a) = (Cell0(a), ...,Celln−1(a)), où n = l(a).

Proposition 3.32. : ∀a ∈ P (I),∀j ∈ [la], dim Cellj(a) = dim(cj), où
(c0, ..., cn−1) = lI(a) .

Preuve : Par induction sur L(a).

Notation 3.33. : Soit a ∈ P (I). On peut maintenant noter :

Pol(a) = a{Cell(a)}

(voir la notation a{−} au 1.12). Pol(a) est appelée la polarisation de a
dans P.
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Proposition 3.34. : ∀a ∈ P (I),∀p ∈ N,∀k ∈ [2],

p < dim(a) ⇒ ∂kpPol(a) = dkp (̃pIa)Pol(∂kpa).

Preuve : Faisons le par induction sur L(a). Posons n = dim(a).
- Si a = 0n(∅), on voit que dkp (̃pIa)Pol(∂kpa) = gkp(n)(∅) = ∂kpPol(a).
- Si a = a1 ?q a0, alors Pol(a) = ũ1Pol(a1) ?q ũ0Pol(a0).
.. Si p ≤ q, on a ∂kpPol(a) = ũk∂kpPol(ak) = ũk.dkp (̃pIak)Pol(∂kpak) =

∗1

dkp (̃pIa)Pol(∂kpa).
(∗1) En utilisant la proposition 2.24.
.. Si p > q, on a ∂kpPol(a) = ũ1∂kpPol(a1) ?q ũ0∂kpPol(a0) =

ũ1dkp (̃pIa1)Pol(∂kpa1) ?q ũ0dkp (̃pIa0)Pol(∂kpa0) =
∗1

dkp (̃pIa)(ũ1
pPol(∂kpa1) ?q ũ0

pPol(∂kpa0)) = dkp (̃pIa)Pol(∂kpa).
- Si a = a1�a0, alors Pol(a) = Pol(a1)�Pol(a0) et p ≤ n− 1.
.. Si p = n− 1, dkp(pIa) = Id , d’où la formule voulue.
.. Si p < n− 1, ∂kpPol(a) = ∂kpPol(ak) = dkp (̃pIak)Pol(∂kpak) =

dkp (̃pIa)Pol(∂kpa).

Proposition 3.35. : Soit a ∈ P (I). Notons brièvement Γa = Γ(pIa). Alors
Pol(a) ∈ PΓa et pΓaPol(a) = PolpI(a).

Preuve : Par induction sur L(a).
- Si a = 0n(∅), alors Pol(a) = gεn(n)(∅) ∈ PΓa. On a aussi l’identité
voulue.
- Si a = a1 ?p a0, Pol(a) = ũ1Pol(a1) ?p ũ0Pol(a0) , où ∀k ∈ [2],
ũkPol(ak) ∈ PΓa, dim ũkPol(ak) = dimPol(a) et ∂0

p ũ
1Pol(a1) =

∗1

ũ1d0
p(̃pIa1)Pol(∂0

pa1) =
∗2

ũ0d1
p(̃pIa0)Pol(∂1

pa0) =
∗1
∂1
p ũ

0Pol(a0).

(∗1) Grâce à la proposition précédente, (∗2) voir la proposition 2.23.

On en déduit que Pol(a) ∈ PΓa et pΓaPol(a) =
pΓaũ

1Pol(a1)◦p pΓaũ
0Pol(a0) = ω(u1)pΓa1Pol(a1)◦p ω(u0)pΓa0Pol(a0) =

ω(u1)PolpI(a1) ◦p ω(u0)PolpI(a0) = Pol(pI(a1) ◦p pI(a0)) = PolpI(a).
- Si a = a1�a0, Pol(a) = Pol(a1)�Pol(a0), où ∀k ∈ [2],
Pol(ak) ∈ PΓak = PΓa, Pol(a1)//

∗1
Pol(a0) et

pΓa1Pol(a1) =
∗3
PolpI(a1) = PolpI(a0) =

∗3
pΓa0Pol(a0).

(∗3) par hypothèse d’induction.
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On en déduit que Pol(a) ∈ PΓa. De plus
pΓaPol(a) = ı pΓa0Pol(a0) = ı PolpI(a0) = PolpI(a).

Proposition 3.36. : Soit a ∈ P (G). Ecrivons pG(a) = (n, α, g). Alors on
a :

Mo(g)(Cell(|a|)) = lG(a).

Preuve : Cela revient à montrer que si lG(a) = (c0, ..., cn−1), on a
∀j ∈ [m], g(Cellj(|a|)) = cj . On l’obtient par induction sur L(a).

Proposition 3.37. : La transformation naturelle p : P → ω est cartésienne.

Preuve : Il suffit de le montrer pour les flèches de la forme !G : G → I.
Notons γ : P (G) → ω(G) ×

ω(I)
P (I) le morphisme canonique. Montrons

qu’il est bijectif.
surjectivité : Soit (α, a) ∈ ω(G) ×

ω(I)
P (I), où α = (n, α, g). On pose

ā = g̃Pol(a). On vérifie que ā ∈ P (G) et que γ(ā) = (α, a).
injectivité : Soit a ∈ P (G). Posons pG(a) = α = (n, α, g). Alors
γ(a) = (α, |a|) et donc a = |a|{lG(a)} =

∗
|a|{Mo(g)(Cell|a|)} =

g̃|a|{Cell|a|} = g̃Pol(|a|) = ¯|a|.
(∗) voir la proposition précédente.
D’où l’injectivité de γ.

Théorème 3.38. (voir [3]) : P = (P, η′, µ′) est une monade cartésienne.

Preuve : : Car p : P→ ω est un morphisme de monades cartésien et ω
est cartésienne.

Remarque 3.39. Maintenant que nous avons montré que p : P → ω
était cartésien, on voit que, pour tout a ∈ P (I), Pol(a) ∈ PΓ(a) est
complètement caractérisé par les deux identités suivantes :

|Pol(a)| = a et pΓaPol(a) = PolpI(a).

(Pour Γa voir la notation 3.35).

Proposition 3.40. : P = (Glob, U,P,L′), qui est une monade syntaxique
cartésienne, n’est pas pure.
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Preuve : Soient ud = (01(∅) ?0 I00(∅))�01(∅) et ug = (I00(∅) ?0

01(∅))�01(∅) où, rappelons le, par définition I(a) = a�a. Clairement
ud, ug ∈ P (I), dim(ud) = dim(ug) = 2 et dim(ud) = (1, 0, 0, 1),
dim(ug) = (0, 0, 1, 1). Pour chaque G ∈ |Glob| et chaque a ∈ P (G) tel
que dim(a) = 1, notons ud(a) = Op(ud, (a, ∂

0
0a, ∂

0
0a, a)) et

ug(a) = Op(ug, (∂
1
0a, ∂

1
0a, a, a)). On vérifie que ud(a), ug(a) ∈ P (G) et

que, si a ∈ P (I), on a ud ≤
P
ud(a) et ug ≤

P
ug(a), où ≤

P
est la relation

d’antériorité pour P. On voit aussi que ud et ug sont primitifs pour P.
Pourtant, lorsque a = I00(∅), on a ud(a) = ug(a). Mais ud 6= ug et
L(ud) = L(ug) > 1, ce qui prouve que P n’est pas pure.

4. La monade B

Introduction : A partir de la monade P et des arbres feuillus on
construit la monade B. On donne ici les différentes étapes qui aboutissent
à sa construction. La monade concrète B est syntaxique. Sa cartésianité
et sa pureté demandant plus de technicité seront montrées dans la prochaine
section.

4.1 Le morphisme π

On se place maintenant dans un cas particulier des conventions 1.21.

Conventions 4.1. : On fixe, cette fois, le langage (SB, ar) donné par :

SB = {?p/p ∈ N} ∪ {∆,�}.

où ar(?p) = ar(�) = 2 et ar(∆) = 1. On lui donne :
- une structure chargée, en considérant l’application ch : SB → N définie
par :

ch(?p) = 0, ch(∆) = −1, ch(�) = +1.

- une structure relativement dimensionnelle, en considérant
δ(?p), δ(�) : N2 → N définies par :
δ(?p)(x, y) = sup(p+ 1, x, y) et δ(�)(x, y) = 1 + sup(x, y) mais aussi
δ(∆) = IdN : N→ N.
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Pour chaque C ∈ |Ens| on note A(C) = Arb(SB(C), ar) et Af (C)
l’ensemble des a ∈ A(C) qui sont feuillus pour (SB(C), ar, ch).

Remarques 4.2. : 1) Les restrictions de ar et δ à SP ⊂ SB correspondent
à leurs homologues de 3.1.
2) Comme pour le langage (SP(C), ar, δ) le langage relativement dimension-
nel (SB(C), ar, δ) est croissant (voir la première partie, section 2).

Notation 4.3. : On construit maintenant, pour tout C ∈ |Ens|, une appli-
cation πC : A(C) → A′(C) par induction sur la longueur des arbres. Soit
a ∈ A(C).
- Si a = c(∅), où c ∈ C, on pose πC(a) = a.
- Si a = ∆(a′), on pose πC(a) = πC(a′).
- Si a = a1 ?p a0 , on pose πC(a) = πC(a1) ?p πC(a0).
- Si a = a1�a0 , on pose πC(a) = πC(a1)�πC(a0).

Remarque 4.4. : Clairement A′(C) ⊂ A(C) et la restriction de πC à
A′(C) est l’identité.

Proposition 4.5. : Soit C ∈ |Ens|. Alors :
1) ∀a ∈ A(C), lπC(a) = l(a),
2) ∀a ∈ A(C), lCπC(a) = lC(a),
3) πC est naturel en C (Notons π : A → A′ la transformation naturelle
obtenue).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.6. : Soient C ∈ |Ens|, α ∈ A(1) et n = l(α).
1) Soit aussi (a0, ..., an−1) ∈ A(C)n. Alors :

πCop(α, (a0, ..., an−1)) = op(π1(α), (πCa0, ..., πCan−1).

2) Soit encore (c0, ..., cn−1) ∈ Cn. Alors :

πC(α[c0, ..., cn−1]) = π1(α)[c0, ..., cn−1].

Preuve : Par induction sur L(α).

Proposition 4.7. : π : (A, η, µ)→ (A′, η, µ) est un morphisme de monade.
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Preuve : Pour l’identité π.µ = µ.π2, on utilise la proposition précédente.

Proposition 4.8. : Soient maintenant (C, dim) ∈ |Ens/N| et a ∈ A(C),
alors :
1) ∀a ∈ A(C), dimπC(a) = dim(a),
2) ∀a ∈ A(C), dimπC(a) = dim(a).

Preuve : Sans difficulté.

Notations 4.9. : Notons A (resp. A′ ) l’endo-foncteur de Ens/N défini
sur les objets par A(C, dim) = (A(C), dim)
(resp. A′(C, dim) = (A′(C), dim) ) et sur les flèches f : C→ C′,
A(f) = f̃ : A(C)→ A(C′) (même chose pour A′).
La proposition précédente montre que ∀C = (C, dim) ∈ |Ens/N|,
πC : A(C) → A′(C) est un morphisme de Ens/N (noté πC). Etant
naturel en C, on en fait une transformation naturelle notée π : A → A′.

Proposition 4.10. : Soit C = (C, dim) ∈ |Ens/N|, α ∈ AU(I) et
n = l(α).
1) Soit aussi (a0, ..., an−1) ∈ A(C)n tel que
dim(α) = (dim a0, ..., dim an−1). Alors :

πCOp(α, (a0, ..., an−1)) = Op(πI(α), (πCa0, ..., πCan−1).

2) Soit encore (c0, ..., cn−1) ∈ Cn tel que dim(α) = (dim c0, ..., dim cn−1).
Alors :

πC(α{c0, ..., cn−1}) = πI(α){c0, ..., cn−1}.

Preuve : Résulte de la proposition 4.6.

Proposition 4.11. : π : (A, η, µ) → (A′, η, µ) est un morphisme de mo-
nade.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.12. : Soient a, b ∈ AfU(I). Alors πI(a� b) = πI(a)�πI(b)
( pour la définition de a� b voir notation 1.27).

Preuve : Résulte de la proposition 4.6.
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4.2 Les arbres ∂k(a)

Notations 4.13. : Soient C ∈ |Ens/N| et a ∈ AfU(C) tel que
sym(a) = �. Ecrivons sa décomposition canonique (relativement dimen-
sionnelle) a = Op(α, (a0, ..., an−1)) (voir définition 1.26). Comme α est
irréductible et que sym(α) = �, il s’écrit α = α1 � α0, où
α1, α0 ∈ AfU(I). Posons p = l(α1), n = l(α) (donc l(α0) = n − p).
Comme dim(α1) = (dim a0, ..., dim ap−1) et
dim(α0) = (dim ap, ..., dim an−1 ) (voir proposition 1.28 ), on peut poser :

∂1(a) = Op(α1, (a0, ..., ap−1)) et ∂0(a) = Op(α0, (ap, ..., an−1)).

Remarque 4.14. : Lorsque C = I et a est irréductible alors ∀k ∈ [2],
∂k(a) = αk (et a = α).

Proposition 4.15. : 1) ∂1(a), ∂0(a) ∈ AfU(C).
2) Pour tout f : C→ C′ dans Ens/N, f̃(∂ka) = ∂kf̃(a).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.16. : Comme sym(a) = sym(α) = �, on peut écrire a =
b1�b0 et α = β1�β0, où b1, b0 ∈ AU(C) et β1, β0 ∈ AU(I). Alors :
b1 = Op(β1, (a0, ..., ap−1)) et b0 = Op(β0, (ap, ..., an−1)).

Preuve : Notons b′1 = Op(β1, (a0, ..., ap−1)) et
b′0 = Op(β0, (ap, ..., an−1)).On montre que ∀k ∈ [2], |bk| = |b′k| et
lC(bk) = lC(b′k). D’où les égalités bk = b′k.

Corollaire 4.17. : Sous les mêmes hypothèses et notations, soit k ∈ [2].
Alors :
1) l(∂ka) = l(bk),
2) lUC(∂ka) = lUC(bk),
3) L(∂ka) = L(bk)− l(αk).

Preuve : Sans difficulté.

Remarque 4.18. : ∀k ∈ [2], L(∂ka) < L(a).
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Proposition 4.19. : Soit a ∈ AfU(C) tel que sym(a) = �. On pose
n = l(a) Soient aussi (b0, ..., bn−1) ∈ AfU(C)n tel que
(dim b0, ..., dim bn−1) = dim(a). Posons enfin â = Op(a, (b0, ..., bn−1)) et
p = l(∂1a). Alors :
∂1(â) = Op(∂1a, (b0, ..., bp−1)) et ∂0(â) = Op(∂0a, (bp, ..., bn−1)).

Preuve : On pose a1 = Op(∂1a, (b0, ..., bp−1)) et
a0 = Op(∂0a, (bp, ..., bn−1)) et on montre que ∀k ∈ [2], |ak| = |∂k(â)| et
lUC(ak) = lUC(∂kâ). Donc ak = ∂k(â).

Corollaire 4.20. : Soient α ∈ AfU(I) tel que sym(α) = �, n = l(α).
Soient aussi (c0, ..., cn−1) ∈ U(C)n tel que
dim(α) = (dim c0, ..., dim cn−1). Posons
a = α{c0, ..., cn−1}. Alors ∂1(a) = ∂1(α){c0, ..., cp−1} et
∂0(a) = ∂0(α){cp, ..., cn−1} où p = l(∂1α).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.21. : Soit a ∈ AfU(C) tel que a = a1�a0. Alors :

∀k ∈ [2], πC∂
k(a) = πC(ak).

Preuve : Résulte des propositions 4.6,4.12 et 4.16.

Proposition 4.22. : Soit A ∈ Af2U(C) tel que sym(A) = �. Alors :

∀k ∈ [2], µ′UC(∂kA) = ∂kµ′UC(A).

Preuve : On utilise la proposition 1.20.

4.3 Domaine et co-domaine d’un arbre feuillu

Notations et définitions 4.23. : Pour chaque p ∈ N , posons
ip = 0p(∅)�0p(∅). On a ip ∈ AfU(I) et dim ip = p+1. Soit maintenant
C dans |Ens/N| et a ∈ AfU(C) tel que dim(a) = p. Alors
dim(ip) = (dim(a), dim(a)) et donc, on peut poser I(a) = Op(ip, (a, a)).
On a I(a) ∈ AfU(C) et dim I(a) = p + 1. On définit ensuite In(a)
par induction sur n, en posant I0(a) = a et In+1(a) = I(In(a)). Alors
∀n ∈ N, In(a) ∈ AfU(C) et dim In(a) = n+ p.
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Proposition 4.24. : Soit a ∈ AfU(C), alors ∀k ∈ [2], ∂kI(a) = a.

Preuve : Sans difficulté.

Notations et définitions 4.25. : Soient maintenant G ∈ |Glob|, p ∈ N
et k ∈ [2]. Pour chaque a ∈ AfU(G) on construit ∂kp (a) de la façon
suivante :
Notons n = dim(a).
- Si n ≤ p, on pose ∂kp (a) = Ip−n(a).
- Si n > p, on définit ∂kp (a) par induction sur L(a).
.. Si a = c(∅), où c ∈ U(G), on pose ∂kp (a) = ∂kp (c)(∅).
.. Si a = a1 ?q a0, alors :
... si p ≤ q, ∂kp (a) = ∂kp (ak),
... si p > q, ∂kp (a) = ∂kp (a1) ?q ∂

k
p (a0).

.. Si sym(a) = �, alors ∂kp (a) = ∂kp∂
k(a).

Proposition 4.26. : Soient G ∈ |Glob| et a ∈ AfU(G), k ∈ [2] et
p ∈ N.
1)a) Pour tout k ∈ [2] et p ∈ N, ∂kp (a) ∈ AfU(G),
b) dim ∂kp (a) = p.
2) Soient g : G→ G′ un morphisme d’ensembles globulaires, alors :
a) g̃(I(a)) = Ig̃(a),
b) ∀p ∈ N, ∀k ∈ [2], g̃∂kp (a) = ∂kp g̃(a).
3)a) πUGI(a) = IπUG(a),
b) ∀p ∈ N,∀k ∈ [2], πUG∂

k
p (a) = ∂kpπUG(a).

4) Soit A ∈ Af2U(G). Alors :
a) µUGI(A) = IµUG(A),
b) ∀p ∈ N,∀k ∈ [2], µUG∂

k
p (A) = ∂kpµUG(A).

Preuve : Essentiellement, par induction sur la longueur des arbres.

4.4 Les monades Ag et Ac

Notations et définitions 4.27. : Soit G ∈ |Glob|. On construit les parties
Ag(G) et Ac(G) de AfU(G) par induction sur la longueur des arbres.
Soit a ∈ AfU(G). On pose n = dim(a).
- Si a = c(∅), où c ∈ U(G), alors a ∈ Ag(G) et a ∈ Ac(G).
- Si a = a1 ?pa0 (dans ce cas p < n), alors a ∈ Ag(G) (resp. a ∈ Ac(G)),
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ssi a1, a0 ∈ Ag(G) (resp. a1, a0 ∈ Ac(G)), ∀k ∈ [2], dim(ak) = n et
∂0
p(a1) = ∂1

p(a0).
- Si sym(a) = �, alors a ∈ Ag(G) (resp. a ∈ Ac(G)) ssi
∂1(a), ∂0(a) ∈ Ag(G) (resp. ∂1(a), ∂0(a) ∈ Ac(G)), ∂1(a)//∂0(a) et, pour
l’appartenance à Ac(G), πUG(a) ∈ P (G).

Remarque 4.28. : Clairement on a Ac(G) ⊂ Ag(G).

Proposition 4.29. : 1) ∀a ∈ Ag(G) (resp. a ∈ Ac(G)), I(a) ∈ Ag(G) (resp.
I(a) ∈ Ac(G)).
2) ∀p ∈ N,∀k ∈ [2],∀a ∈ Ag(G) (resp. a ∈ Ac(G)),
p ≤ dim(a) ⇒ ∂kp (a) ∈ Ag(G) (resp. ∈ Ac(G)).
3) ∀p, p′ ∈ N, ∀k, k′ ∈ [2],∀a ∈ Ag(G),
p < p′ < dim(a) ⇒ ∂kp∂

k′

p′ (a) = ∂kp (a).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2) et le (3), par induction sur
L(a).

Corollaire 4.30. : (Ag(G), dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est un ensemble globulaire,

noté Ag(G), et (Ac(G), dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est un sous-ensemble globulaire

de Ag(G), noté Ac(G).

Proposition 4.31. : Soit g : G→ G′ une flèche de Glob. Alors :
1) ∀a ∈ Ag(G) (resp. a ∈ Ac(G)), g̃(a) ∈ Ag(G′) (resp. ∈ Ac(G′)),
2) Les restrictions de g̃ à Ag(G)→ Ag(G′) et à Ac(G)→ Ac(G′) sont
des morphismes d’ensembles globulaires.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Proposition 4.32. : 1) Soit a ∈ AfU(G). Alors on a les implications sui-
vantes :
a) a ∈ Ag(G) ⇒ πUG(a) ∈ A′g(G),
b) a ∈ Ac(G) ⇒ πUG(a) ∈ A′c(G).
2) Les restrictions de πUG à Ag(G)→ A′g(G) et à Ac(G)→ P (G) sont
des morphismes d’ensembles globulaires. On note chacun d’eux πG .

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a).
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Proposition 4.33. : Soit m : G′ → G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires.
1) Si a′ ∈ AU(G′) est tel que m̃(a′) ∈ Ag(G) (resp. ∈ Ac(G)) alors
a′ ∈ Ag(G′) (resp.∈ Ac(G′)).
2)Si a ∈ Ag(G) (resp. ∈ Ac(G)) est tel que l{UG}(a) ⊂ m(UG′), alors il
existe un unique a′ ∈ Ag(G′) (resp.∈ Ac(G′)) tel que m̃(a′) = a.

Preuve : Pour le (1) par induction sur L(a). Le (2) résulte du (1).

Proposition 4.34. : Soit a ∈ Ag(G). Alors, pour tout k ∈ [2] et p ∈ N tel
que p < dim(a), on a :

L∂kp (a) ≤ L(a).

Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 4.35. : 1) ∀A ∈ UAg2(G) (resp. ∈ UAc2(G) ),
µ′UGı̃G(A) ∈ Ag(G) (resp. ∈ Ac(G)) où ıG désigne les inclusions de
Ag(G) et Ac(G) dans AfU(G). On note µG chacune des restrictions de
µ′UG à UAg2(G)→ UAg(G) et à UAc2(G)→ UAc(G).
2) µG : Ag2(G)→ Ag(G) et µG : Ac2(G)→ Ac(G) sont des morphismes
d’ensembles globulaires.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Remarques 4.36. : 1) Les applications g 7→ g̃ de Ag(G) → Ag(G′) et
de Ac(G) → Ac(G′) sont fonctorielles. On note Ag et Ac les deux
endo-foncteurs de Glob obtenus.
2) Les restrictions de η′U(G) : U(G)→ AfU(G) à U(G)→ Ag(G) et à
U(G)→ Ac(G) sont des morphismes d’ensembles globulaires de
G → Ag(G) et de G → Ac(G). On note chacun d’eux ηG. Les mor-
phismes ηG sont naturels en G. On obtient des transformations naturelles,
notées η, de IdGlob → Ag et de IdGlob → Ac.
3) De même les morphismes µG de Ag2(G)→ Ag(G) et de
Ac2(G)→ Ac(G) sont naturels en G. On note µ chacune des transforma-
tions naturelles Ag2 → Ag et Ac2 → Ac.
4) Les morphismes πG deAg(G)→ A′g(G) et de Ac(G)→ P (G) sont na-
turels en G. On note π chacune des transformations naturelles Ag → A′g
et Ac → P .
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Proposition 4.37. : 1) (Ag, η, µ) est une monade sur Glob.
2) (Ac, η, µ) est une sous-monade de (Ag, η, µ).
3) π : Ag → A′g et π : Ac → P sont des morphismes de monades.

Preuve : Pour le (1) et le (2), cela résulte de la section 3 de la première
partie, et pour le (3), cela résulte de la proposition 4.11.

Proposition 4.38. : (Glob, U,Ag, η, µ,L) et (Glob, U,Ac, η, µ,L) sont des
monades concrètes syntaxiques.

Preuve : Résulte de la section 1 de la première partie.

4.5 La monade B

Notations et définitions 4.39. : Soit G ∈ |Glob|. On construit
Ab(G) ⊂ AfU(G) par induction sur la longueur des arbres. Soit
a ∈ AfU(G). On pose n = dim(a).
- Si a = c(∅), où c ∈ U(G), alors a ∈ Ab(G).
- Si a = a1 ?p a0 (dans ce cas p < n ), alors a ∈ Ab(G) ssi
a1, a0 ∈ Ab(G), ∀k ∈ [2], dim(ak) = n et ∂0

p(a1) = ∂1
p(a0).

- Si sym(a) = �, alors a ∈ Ab(G) ssi ∂1(a), ∂0(a) ∈ Ab(G) ,
∂1(a)//∂0(a) ; de plus :
.. si a est irréductible, πG(a) ∈ P (G),
.. si a n’est pas irréductible, notons Op(α, (a0, ..., am−1)) la décomposition
canonique de a (voir la définition 1.26), on demande que α ∈ Ab(I),
∀j ∈ [m], aj ∈ Ab(G) et α{a0, ..., am−1} ∈ AbAc(G).

Remarque 4.40. : On aurait aimé demander que α{a0, ..., am−1} soit dans
(Ab)2(G), mais ce n’est pas encore possible car on n’a pas encore montré
que Ab(G) a une structure d’ensemble globulaire (voir la proposition 4.46).

Proposition 4.41. : On a Ab(G) ⊂ Ac(G).

Preuve : Par induction sur la longueur des arbres. Soit a ∈ Ab(G). Pour
montrer que πG(a) ∈ P (G) lorsque sym(a) = � et a n’est pas
irréductible, on procède comme suit : Ecrivons Op(α, (a0, ..., am−1)) la
décomposition canonique de a. On a
πG(a) = Op(πIα, (πGa0, ..., πGam−1)) = µG(πI(α){πGa0, ..., πGam−1}) =
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µGπ̃G(πI(α){a0, ..., am−1}). Or α{a0, ..., am−1} ∈ AcAc(G) (par hypothèse
d’induction) donc πI(α){a0, ..., am−1} = πAcG(α{a0, ..., am−1}) dans
UPAc(G) et alors π̃G(πI(α){a0, ..., am−1}) ∈ UP 2(G). Ainsi
πG(a) ∈ P (G).

Proposition 4.42. : 1) ∀a ∈ Ab(G), I(a) ∈ Ab(G).
2) ∀p ∈ N, ∀k ∈ [2],∀a ∈ Ab(G), p ≤ dim(a) ⇒ ∂kp (a) ∈ Ab(G).

Preuve : (1) On a sym(I(a)) = �, ∀k ∈ [2], ∂kI(a) = a ∈ Ab(G) et
∂1I(a)//∂0I(a) De plus :
- si I(a) est irréductible, πGI(a) = IπG(a) ∈ P (G),
- si I(a) n’est pas irréductible, comme Op(ip, (a, a)) est la décomposition
canonique de I(a), où ip ∈ Ab(I), a ∈ Ab(G) et ip{a, a} = I(a(∅))
dans AbAc(G) (car I(a(∅)) est irréductible), on a toujours I(a) ∈ Ab(G).
(2) On le fait par induction sur L(a) (Lorsque sym(a) = �, on remarque
que ∂kp (a) = ∂kp∂

k(a)).

Corollaire 4.43. : (Ab(G), dim, (∂1
p , ∂

0
p)p∈N) est un sous-ensemble globu-

laire de Ac(G). On le note B(G).

Proposition 4.44. : Soit g : G→ G′ une flèche de Glob. Alors :
1) ∀a ∈ Ab(G), g̃(a) ∈ Ab(G′),
2) g̃ : B(G)→ B(G′) est un morphisme d’ensembles globulaires.

Preuve : Le (1) se fait par induction sur L(a). Lorsque sym(a) = � où
a n’est pas irréductible, écrivons Op(α, (a0, ..., am−1)) la décomposition
canonique de a alors celle de g̃(a) est Op(α, (g̃a0, ..., g̃am−1)), où
α ∈ Ab(I), ∀j ∈ [m], g̃(aj) ∈ Ab(G′) et
α{g̃a0, ..., g̃am−1} = ˜̃g(α{a0, ..., am−1}) ∈ AbAc(G) (les deux, par hy-
pothèse d’induction). Donc g̃(a) ∈ Ab(G′). Les autres cas sont sans diffi-
culté. Le (2) est immédiat.

Proposition 4.45. : Soit m : G′ → G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires.
1) Si a′ ∈ AU(G′) est tel que m̃(a′) ∈ Ab(G) alors a′ ∈ Ab(G′).
2) Si a ∈ Ab(G) est tel que l{UG}(a) ⊂ m(UG′). Alors il existe un unique
a′ ∈ Ab(G′) tel que m̃(a′) = a.
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Preuve : Le (1) se fait par induction sur L(a′). Lorsque sym(a′) = �, où
a′ n’est pas irréductible, Ecrivons Op(α, (a′0, ..., a

′
m−1)) la décomposition

canonique de a′. Alors, comme Op(α, (m̃a′0, ..., m̃a
′
m−1)) est la décompo-

sition canonique de m̃(a′), on en déduit que α ∈ Ab(I) et ∀j ∈ [m],
a′j ∈ Ab(G′) (par hypothèse d’induction) et comme
˜̃m(α{a′0, ..., a′m−1}) = α{m̃a′0, ..., m̃a′m−1}, on a aussi α{a′0, ..., a′m−1}
dans AbAc(G) (par hypothèse d’induction).
Le (2) résulte du (1).

Proposition 4.46. : Soit a ∈ Ab(G), où sym(a) = �. On suppose que
Op(α, (a0, ..., am−1)) est la décomposition canonique de a. Alors on a :
α ∈ Ab(I), ∀j ∈ [m], aj ∈ Ab(G) et α{a0, ..., am−1} ∈ AbB(G).

Preuve : Essentiellement car l{AcG}(α{a0, ..., am−1}) = {a0, ..., am−1}
qui est contenu dans Ab(G).

Proposition 4.47. : 1) ∀A ∈ AbB(G), µUGı̃G(A) ∈ Ab(G) (où ıG est
l’inclusion de Ab(G) dans Ac(G)). On note encore
µG : AbB(G)→ Ab(G) la restriction de µG : AcAc(G)→ Ac(G).
2) µG : B2(G)→ B(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.

Preuve : Le (1) se montre par induction sur L(A). Lorsque
sym(a) = � et µUGı̃G(A) n’est pas irréductible, écrivons A′ = ı̃G(A) et
sa décomposition canonique Op(α, (A′0, ..., A

′
m−1)). Alors

Op(α, (µUGA
′
0, ..., µUGA

′
m−1)) est la décomposition canonique de µUG(A′),

où α ∈ Ab(I), ∀j ∈ [m], µUG(A′j) ∈ Ab(G) (par hypothèse d’induc-
tion) et α{µUGA

′
0, ..., µUGA

′
m−1} = µ̃UG(α{A′0, ..., A′m−1}) qui est dans

AbAc(G).

Remarque 4.48. : Comme en 4.36, on obtient un endo-foncteur B de
Glob et des transformations naturelles η : IdGlob → B et µ : B2 → B.

Proposition 4.49. : 1) B = (B, η, µ) est une sous-monade de (Ac, η, µ).
2) (Glob, U,B,L) est une monade concrète syntaxique.
3) π : B→ P est un morphisme de monades.

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la première partie, le (2) de
la section 1 de la première partie, et pour le (3), le morphisme π est la
restriction de son homologue de Ac → P .
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J. PENON PURETÉ DE LA MONADE DE BATANIN

5. La monade de Batanin

Introduction : Le but de cette section est de montrer que B est la
monade de Batanin. Pour cela, nous allons montrer successivement que B
est cartésienne puis qu’elle est pure. La cartésianité de B se montre en
plusieures étapes après avoir introduit les concepts de polarisation de niveau
1, comme on l’a fait pour P, puis de niveau 2.

5.1 Polarisation de niveau 1

Convention 5.1. : A partir de maintenant si M est un endo-foncteur de
Glob on écrira ”a ∈M(G)” au lieu de ”a ∈ UM(G)”.

Notations 5.2. : 1) Soit a ∈ Ac(I). On pose Pol(a) = a{Cellπ(a)} (où,
pour simplifier, on note π = πI : Ac(I) → P (I) et où Cell(−) est défini
au 3.31).
2) Lorsque G ∈ |Glob|, on note b la transformation naturelle composée
suivante :

Ac π→ P
p→ ω.

3) Quand a ∈ Ac(I) on écrit b(a) au lieu de bI(a) (pour la notation α
voir au 2.29).

Proposition 5.3. : Soit a ∈ Ac(I). Alors :
1) Pol(a) ∈ A(Γb(a)).
2) πΓb(a)Pol(a) = Pol π(a).
3) |Pol(a)| = a.

Preuve : Immédiat.

Proposition 5.4. : Soit a ∈ Ac(I).
1) On suppose que sym(a) = �. Alors ∀k ∈ [2], ∂kPol(a) = Pol∂k(a).
2) ∀p ∈ N,∀k ∈ [2], p < dim(a) ⇒ ∂kpPol(a) = dkp (̃ba)Pol∂kp (a).
3) On a Pol(a) ∈ AcΓb(a) .

Preuve : (1) Ecrivons a = a1�a0. Alors
∂kPol(a) = ∂k(a{Cellπ(a)}) = ∂k(a){Cellπ(ak)} = ∂k(a){Cellπ(∂k(a)}
= Pol ∂k(a).
(2) Par induction sur L(a). On s’inspire de la preuve de la proposition 3.34.
(3) Même induction. On s’inspire ici de la proposition 3.35.
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Proposition 5.5. : La transformation naturelle b : Ac → ω est cartésienne.

Preuve : On le vérifie sur les flèches de la forme !G : G→ I. La encore,
on s’inspire de la preuve de la proposition 3.37.

Corollaire 5.6. : 1) Ac est une monade cartésienne.
2) π : Ac → P est cartésien.

Preuve : (1) car b est un morphisme de monade qui est cartésien et ω
est une monade cartésienne.
(2) car p et b sont cartésiens.

Remarque 5.7. On voit, comme à la remarque 3.39, que pour tout
a ∈ Ac(I), Pol(a) ∈ AcΓb(a) est complètement caractérisé par les deux
identités suivantes :

|Pol(a)| = a et bΓb(a)Pol(a) = Pol bI(a).

puisque b : Ac → ω est lui aussi cartésien.

5.2 Polarisation de niveau 2

5.2.1 Pour ω

Notation 5.8. : Soit A ∈ ω2(I), on pose α = µI(A) ∈ ω(I). Comme
Pol(α) ∈ ωΓ(α) et que ω(!)Pol(α) = α = µI(A), on en déduit, grâce à la
cartésianité de µ : ω2 → ω, qu’il existe une unique cellule, notée
Pol2(A) ∈ ω2Γ(α) telle que :

ω2(!)Pol2(A) =
I1
A et µΓαPol

2(A) = Pol(α) = PolµI(A).

Remarques et notations 5.9. : 1) On a dimPol2(A) = dim(A) et
Pol2(A) = A.
2) Notons polA = gPol2A : Γ(A) → ωΓ(α) la flèche de Glob (où la
notation gα est définie en 2.29). Alors, grâce à (I1), on a l’identité :

gA =
I2

(Γ(A)
polA−→ ωΓ(α)

ω(!)−→ ω(I)).

3) Pour tout c ∈ Γ(A), polA(c) = gA(c) (grâce à (I2)). Notons enfin
δA(c) = gpolA(c) : Γ(gA(c))→ Γ(α) la flèche de Glob.
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5.2.2 Pour Ac

Notation 5.10. : Soit A ∈ Ac2(I). Posons a = µI(A) ∈ Ac(I). Comme
Pol(a) ∈ AcΓb(a) et que Ac(!)Pol(a) = a = µI(A), on en déduit, grâce
à la cartésianité de µ : Ac2 → Ac (voir le corollaire 5.6), qu’il existe une
unique cellule, notée Pol2(A) ∈ Ac2Γb(a), telle que :

Ac2(!)Pol2(A) = A et µΓb(a)Pol2(A) = Pol(a) = PolµI(A)

.

Proposition 5.11. : On a l’identité : b2
Γb(a)Pol2(A) = Pol2b2

I (A).

Preuve : Soient U = Pol2b2
I (A) et V = b2

Γb(a)Pol2(A). On remarque
que ω2(!)(U) = b2

I (A) = ω2(!)(V ) et µΓb(a)(U) = Pol bIµI(A) =
µΓb(a)(V ). On en déduit que U = V car µ : ω2 → ω est cartésien.

Remarque 5.12. : On a la composition des carrés cartésiens suivants dans
Glob :

Ac2Γb(a)
bAcΓb(a)//

Ac2(!)
��

ωAcΓb(a)
ωbΓb(a) //

ωAc(!)

��

ω2Γb(a)

ω2(!) =
� �

Ac2Γb(a)
b2
Γb(a) //

Ac2(!)
��

ω2Γb(a)

ω2(!)
� �

Ac2(I)
bAcI

// ωAc(I)
ωbI

// ω2(I) Ac2(I)
b2I

// ω2(I)

car b est cartésienne (voir la proposition 5.5) et ω commute aux
produits fibrés. De ce fait Pol2(A) peut être caractérisé par les identités
suivantes :

Ac2(!)Pol2(A) = A et b2
Γb(a)Pol2(A) = Pol2b2

I (A).

Proposition 5.13. : On a l’identité Pol2(A) = γ̃APol(|A|) où
γA : Γb(|A|)→ AcΓb(a) est la flèche de Glob définie, pour tout
c ∈ Γb(|A|), par

γA(c) = δB (̃c)PolgB′(c) où B = b2
I (A) et B′ = bAcI(A).
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Preuve : - Commençons par utiliser, dans le carré composé de la re-
marque précédente, la cartésianité du carré de droite. Comme
ω2(!)Pol2b2

I (A) = b2
I (A) = ω(bI)bAcI(A), il existe une unique cellule, notée

GA ∈ ωAcΓb(a) telle que ω(bΓb(a))(GA) = Pol2b2
I (A) et

ωAc(!)(GA) = bAcI(A). On constate que GA =
∗1

(dim(A), b(|A|), γA).

(∗1) Grâce à la preuve de la proposition 5.5.
- Toujours dans la remarque 5.12, on utilise ensuite la cartésianité du carré
de gauche ou plutôt la cartésianité du carré suivant :

Ac2Γb(a)
bAcΓb(a)//

Ac(!)

��

ωAcΓb(a)

ω(!)

��
Ac(I) bI // ω(I)

Comme bAcΓb(a)Pol2(A) = GA et Ac(!)Pol2(A) = |A|. Cela implique
que Pol2(A) =

∗1
γ̃APol(|A|).

Proposition 5.14. : Notons, pour tout j ∈ [lA], δj = δb2I (A)Celljπ(|A|).
Alors, on a les identités suivantes, où m = l(A) et
(a0, ..., am−1) = lAcI(A) :
1) Pol(a) = Op(|A|, (δ̃0Pol(a0), ..., δ̃m−1Pol(am−1))).
2) Pol2(A) = |A|{δ̃0Pol(a0), ..., δ̃m−1Pol(am−1)}.

Preuve : (2) On a Pol2(A) = γ̃APol(|A|) =
γ̃A(|A|{Cell0π|A|, ...,Cellm−1π|A|}) =
|A|{γACell0π|A|, ..., γACellm−1π|A|} =

∗1
|A|{δ̃0Pol(a0), ..., δ̃m−1Pol(am−1)}.
(∗1) Car γACelljπ|A| = δ̃jPolgACelljπ|A| =∗2 δ̃

jPol(aj).

(∗2) Voir proposition 3.36
(1) On a PolµI(A) = µΓb(a)Pol2(A) =

µΓb(a)(|A|{δ̃0Pol(a0), ..., δ̃m−1Pol(am−1)}) =
∗3

Op(|A|, (δ̃0Pol(a0), ..., δ̃m−1Pol(am−1))).
(∗3) Voir proposition 1.20.

Théorème 5.15. : Soit a ∈ B(I), alors Pol(a) ∈ BΓb(a).
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Preuve : Par induction sur L(a). Lorsque sym(a) = � et a n’est pas
irréductible, on note Op(α, (a0, ..., am−1)) la décomposition canonique de
a. Posons
A = α{a0, ..., am−1}. Alors A ∈ BAc(I) ⊂ Ac2(I), µI(A) = a et on a la
décomposition canonique
Pol(a) = Op(α, (δ̃0Pol(a0), ..., δ̃m−1Pol(am−1))), où α ∈ B(I),
∀j ∈ [m], δ̃jPol(aj) ∈ BΓb(a) (car, par hypothèse d’induction,
Pol(aj) ∈ BΓb(aj) ) et α{δ̃0Pol(a0), ..., δ̃m−1Pol(am−1)} = Pol2(A)
dans BAcΓb(a) (car Pol2(A) = γ̃APol(α) où Pol(α) ∈ BΓb(α), par
hypothèse d’induction). Les autres cas ont été essentiellement traités à la
proposition 5.4 (3). D’où la conclusion voulue.

Corollaire 5.16. : 1) La transformation naturelle b : B → ω est cartésienne.
2) π : B → P est cartésienne.
3) B est une monade cartésienne.

Preuve : On procède comme aux propositions 5.5 et 5.6.

5.3 Pureté de B

Remarque 5.17. : Au lieu de ”Pureté de B” on aurait dû, plus correctement,
écrire ”Pureté de (Glob, U,B, L) ”, qui est une monade concrète syntaxique
cartésienne.

Proposition 5.18. : Soient G ∈ |Glob|, a ∈ Af (I), m = l(a) et
(b0, ..., bm−1) dans Af (G)m tels que dim(a) = (dim b0, ..., dim bm−1).
Si Op(a, (b0, ..., bm−1)) ∈ B(G) alors ∀j ∈ [m], bj ∈ B(G).

Preuve : Par induction sur L(a). Posons déjà â = Op(a, (b0, ..., bm−1)).
- Si a = 0n(∅), c’est immédiat.
- Si a = a1 ?p a0, posons ∀k ∈ [2], mk = l(ak), B̄1 = (b0, ..., bm1−1) et
B̄0 = (bm1 , ..., bm−1). On voit que â = Op(a1, B̄1) ?p Op(a0, B̄0). Donc
∀k ∈ [2], Op(ak, B̄k) ∈ B(G). Alors, grâce à l’hypothèse d’induction on
obtient la conclusion voulue.
- Si sym(a) = � alors, quand a est irréductible, Op(a, (b0, ..., bm−1)) est
la décomposition canonique de â ∈ B(G). Donc ∀j ∈ [m],
bj ∈ B(G). Quand a n’est pas irréductible, soit Op(α, (a0, ..., aq−1)) la
décomposition canonique de a. Alors la décomposition canonique de â est
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Op(α, (Op(a0, B̄0), ...,Op(aq−1, B̄q−1))) où B̄j = (bĵ, ..., bĵ+1−1
) avec

ĵ =
∑

i∈[j] l(ai). Donc, par hypothèse d’induction ∀j ∈ [q],

Op(aj, B̄j) ∈ B(G) et donc, à nouveau par hypothèse d’induction, on a la
conclusion voulue.

Proposition 5.19. : Soit (a, b) ∈ B(I)2 et n = l(a). Alors :
a ≤

B
b ⇐⇒ ∃b̄ ∈ Af (I)n, b = Op(a, b̄) et a{b̄} ∈ B2(I).

Preuve : (⇐) On pose B = a{b̄}. Alors B ∈ B2(I), µI(B) = b et
|B| = a.
(⇒) Soit B ∈ B2(I) tel que µI(B) = b et |B| = a. On pose b̄ = lBI(B).
Alors b = Op(a, b̄) et a{b̄} = B ∈ B2(I).

Proposition 5.20. : Soit a ∈ B(I).
1) Si sym(a) = ?p et n = dim(a), alors on a l’équivalence suivante :
a est primitif ssi a = 0n(∅) ?p 0n(∅).
2) Si sym(a) = �, alors on a l’équivalence suivante :
a est primitif ssi a est irréductible.

Preuve : Pour le (1) et le (2) ce sont essentiellement les mêmes preuves
que leurs homologues dans les sections 3 et 5 de la première partie.

Théorème 5.21. : (Glob, U,B, L) est pure.

Preuve : Soit a ∈ B(I) tel que L(a) > 1. Posons n = dim(a).
- Si sym(a) = ?p. On écrit a = a1 ?p a0. Posons α = 0n(∅) ?p 0n(∅).
Alors a = Op(α, (a1, a0)) et α{a1, a0} ∈ B2(I). Donc α ≤ a où α est
primitif. L’unicité est immédiate.
- Si sym(a) = �. Soit Op(α, (a0, ..., am−1)) la décomposition canonique
de a. Alors α ≤ a où α ∈ B(I) est primitif. L’unicité résulte de la
proposition 1.25.

5.4 La catégorie B

Notations 5.22. : ω = (ω, η, µ) étant la monade des∞-catégories strictes
sur Glob, posons, pour tout m ∈ N, 0̂m = ηI(0m) ∈ ω(I), pour tout
m, p ∈ N tels que m > p, 0̂mp = 0̂m ◦p 0̂m et 0̂mm = 0̂m. On pose ensuite :

CB = {0̂mp /(m, p) ∈ N2,m ≥ p}.
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Remarques 5.23. : CB est un sous-ensemble globulaire de ω(I). (CB, ı),
où ı : CB → ω(I) est l’injection canonique, peut être vu comme une
collection sur ω. On pointe cette collection en considérant la restriction de
ηI à I→ CB, dans Glob.

Notations 5.24. : Soit maintenant (C, π) une collection quelconque sur ω.
On pose :

¯̄C = {(x1, x0) ∈ C × C/ x1//̃x0 , π(x1) = π(x0)}.

où x1//̃x0 signifie
1) dim(x1) = dim(x0) (notons m = dim(x1) = dim(x0) ) et
2) m = 0 ou si m > 0, ∀k ∈ [2], ∂km−1(x1) = ∂km−1(x0) .
Cette définition diffère légèrement de x1//x0 donnée dans 3.8).

Définition 5.25. :(Rappel - voir [1]) 1) Une contraction sur la collection
(C, π) est une application Cr : ¯̄C → C (on note [x1, x0] = Cr(x1, x0))
vérifiant les conditions suivantes :
(c1) dim[x1, x0] = 1 +m (où m = dim(x1) = dim(x0)),
(c2) ∀k ∈ [2], ∂km[x1, x0] = xk,
(c3) π[x1, x0] = ıπ(x1) = ıπ(x0).
2) Une collection contractile est un triplet (C, π, Cr) où (C, π) est une
collection sur ω et Cr une contraction sur (C, π).
3) Un morphisme de collections contractiles g : (C, π, Cr)→ (C ′, π′, Cr′)
est un morphisme de collections (c.a.d. une flèche de Glob/ω(I) ) qui vérifie
en plus :

∀(x1, x0) ∈ ¯̄C, [g(x1), g(x0)] = g[x1, x0].

Proposition 5.26. : (B(I), bI, Cr) est une collection contractile (où
Cr(a1, a0) = a1 � a0 - voir notation 1.27).

Preuve : Remarquons déjà que dans B(I), on a a1//̃a0 ⇐⇒ a1//a0

(car dim(a) = 0 ⇐⇒ a = 00(∅) ). Prenons maintenant (a1, a0) ∈ ¯̄B(I) ,
alors [a1, a0] = a1 � a0 ∈ B(I) ( on le voit facilement car ∀k ∈ [2],
∂k[a1, a0] = ak et [a1, a0] est irréductible). Le fait que Cr est une
contraction se vérifie sans difficulté.

Notation 5.27. : Notons maintenant B la catégorie qui a :
- pour objets, les données M = (M, Cr, c) où :
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.. M = (M, η, µ) est une monade sur Glob,

.. π : M→ (ω, η, µ) est un morphisme de monades qui est cartésien.

.. Cr est une contraction sur la collection (M(I), πI),

.. c : CB → M(I) est un morphisme de collections pointées sur ω ( c.a.d.
que c est un morphisme dans Glob tel que πI.c = ı et c.ηI| = ηI , où ηI|
est la restriction de ηI à I→ CB) ;
- pour flèches m :M→M′ , la donnée d’une transformation naturelle :
m : M →M ′ telle que :
.. m : M→M′ est un morphisme de monade,
.. π′.m = π,
.. mI : (M(I), πI, Cr)→ (M ′(I), π′I, Cr′) est un morphisme de collections
contractiles,
.. mI.c = c′.

Proposition 5.28. : B = (B, b, Cr, c) est un objet de B où c : CB → B(I)
est donné par c(0̂mp ) = 0m(∅) ?p 0m(∅) si m > p et c(0̂mm) = 0m(∅).

Preuve : Il reste seulement à vérifier que c est un morphisme de collec-
tions pointées sur ω ce qui se fait sans difficulté.

Notations 5.29. : Fixons maintenant M∈ |B| et soit G ∈ |Glob|,
m, p ∈ N tels que m > p. Pour chaque (x1, x0) ∈ M(G)2 tel que
dim(x1) = dim(x0) = m et ∂0

p(x1) = ∂1
p(x0), on a

ω(!MG)(ηMG(x1) ◦p ηMG(x0)) = 0̂mp = πI(c(0̂
m
p )). Alors, comme π est

cartésien, il existe une unique cellule, notée 〈x1, x0〉 ∈ M2(G) tel que
πMG〈x1, x0〉 = ηMG(x1) ◦p ηMG(x0) et M(!MG)〈x1, x0〉 = c(0̂mp ). On pose
ensuite x1 ◦p x0 = µG〈x1, x0〉 ∈M(G).

Proposition 5.30. : 1) πG(x1 ◦p x0) = πG(x1) ◦p πG(x0).
2) dim(x1 ◦p x0) = m.
3) Soit q ∈ N tel que q < m. Alors :
- si q ≤ p, ∂kq 〈x1, x0〉 = ηMG∂

k
q (xk) et ∂kq (x1 ◦p x0) = ∂kq (xk),

- si q > p, ∂kq 〈x1, x0〉 = 〈∂kqx1, ∂
k
qx0〉 et ∂kq (x1 ◦p x0) = ∂kq (x1) ◦p ∂kq (x0).

4) Soit g : G→ G′ un morphisme de Glob. Alors :
M2g〈x1, x0〉 = 〈Mg(x1),Mg(x0)〉 et Mg(x1◦px0) = Mg(x1)◦pMg(x0).
5) Soient X1, X0 ∈M2(G) tels que dim(X1) = dim(X0) = m > p et
∂0
p(X1) = ∂1

p(X0), alors :
MµG〈X1, X0〉 = 〈µGX1, µGX0〉 et µG(X1 ◦p X0) = µG(X1) ◦p µG(X0).
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6) Soient p,m ∈ N tels que p < m. Alors :
〈ηI(0m), ηI(0m)〉 = MηI.c(0̂

m
p ) et ηI(0m) ◦p ηI(0m) = c(0̂mp ).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.31. : Soient M,M′ ∈ |B| et m :M→M′ une flèche de
B. Alors, pour tout G ∈ |Glob|, tout (x1, x0) ∈M(G)2 tel que
dim(x1) = dim(x0) = n > p et ∂0

p(x1) = ∂1
p(x0), on a :

m2
G〈x1, x0〉 = 〈mG(x1),mG(x0)〉 et mG(x1 ◦p x0) = mG(x1) ◦p mG(x0).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.32. : Soient G ∈ |Glob| et a1, a0 ∈ B(G) tels que
dim(a1) = dim(a0) = m > p et ∂0

p(a1) = ∂1
p(a0), alors :

〈a1, a0〉 = ηBG(a1) ?p ηBG(a0) et a1 ◦p a0 = a1 ?p a0.

Preuve : Sans difficulté.

5.5 Matériel pour induction

Remarque 5.33. : Notre but est de montrer que B = (B, b, Cr, c) est un
objet initial de B. Or, étant donné un objet M de B, pour construire
l’unique flèche u : B → M, il nous faudra faire une induction et pour
ce faire nous aurons besoin d’un certain matériel que nous allons préciser
maintenant.

Notation 5.34. : On commence par définir, très généralement (c.a.d. dans
les mêmes conventions qu’à la section 3 de la première partie), pour tout
C ∈ |Ens|, une nouvelle ”longueur” sur A2(C). Soit A ∈ A2(C), alors :
- si A = a(∅), où a ∈ A(C), on pose L′(A) = L(a).
- si A = s(A0, ..., Am−1), où m = ar(s) ≥ 1, alors
L′(A) = supj∈[m] L′(Aj).

Proposition 5.35. : Soit A ∈ A2(C). Alors :
1) L′(A) ≤ LµC(A),
2) On a l’implication suivante :

L′(A) = LµC(A) ⇒ A = ηACµC(A),

3) si n = l(A) et (a0, ..., an−1) = lAC(A), on a l’identité suivante :

L′(A) = sup
j∈[n]

L(aj).

- 56 -
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Preuve : Par induction sur L(A) .

Proposition 5.36. : Soient C ∈ |Ens/N|, α ∈ UA(I), n = l(α) et
(A0, ..., An−1) dans UA2(C)n tels que dim(α) = (dimA0, ..., dimAn−1).
Posons A = Op(α, (A0, ..., An−1)). Alors :

L′(A) = sup
j∈[n]

L′(Aj).

Preuve : Par induction sur L(α).

Proposition 5.37. : Soient G ∈ |Glob| et A ∈ UAg2(G). Alors :

∀k ∈ [2], ∀p ∈ N, p < dim(A) ⇒ L′∂kp (A) ≤ L′(A).

Preuve : Par induction sur L(A). On commence par montrer que
L′∂k(A) ≤ L′(A) si sym(A) = �.

Notation 5.38. : Soient G ∈ |Glob| et n,m ∈ N. On pose :

B|mn (G) = {a ∈ B(G)/ L(a) ≤ n, dim(a) ≤ m}.

Proposition 5.39. : 1) ∀G ∈ |Glob|, ∀n,m ∈ N, B|mn (G) ∈ |Glob|.
2) Pour toute flèche g : G→ G′ de Glob, on a la factorisation
g̃ : B|mn (G) → B|mn (G′) dans Glob. En faisant varier g on obtient un
sous-endofoncteur, noté B|mn , de B.

Preuve : Le (1) résulte de l’inégalité L∂kp (a) ≤ L(a). Le (2) est immédiat.

Proposition 5.40. : Soit A ∈ B2(G). On a l’implication suivante :
Si L′(A) ≤ n et dim(A) ≤ m alors A ∈ B(B|mn )(G).

Preuve : Notons (a0, ..., ap−1) = lBG(A). Alors on voit que
∀j ∈ [p], aj ∈ B|mn (G) et donc A ∈ BB|mn (G) (On utilise la proposition
4.45 (2)).

Notation 5.41. : soient G ∈ |Glob| et n,m ∈ N. On pose :

B2|mn (G) = {A ∈ B2(G)/ LµG(A) ≤ n, dim(A) ≤ m}.
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J. PENON PURETÉ DE LA MONADE DE BATANIN

Proposition 5.42. : 1) ∀G ∈ |Glob|,∀n,m ∈ N, B2|mn (G) ∈ |Glob|.
2) Pour toute flèche g : G→ G′ de Glob, on a la factorisation
˜̃g : B2|mn (G) → B2|mn (G′) dans Glob. En faisant varier g on obtient un
sous-endofoncteur, noté B2|mn , de B2 .

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.43. : Soit A ∈ B3(G). On a l’implication suivante :
Si L′BµG(A) ≤ n et dim(A) ≤ m alors A ∈ B(B2|mn )(G).

Preuve : On procède comme à la proposition 5.40.

Proposition 5.44. : soient G ∈ |Glob| et n,m ∈ N. Alors :
1) µG se factorise par B2|mn (G)→ B|mn (G). On la note µG|mn .
2) (B2|mn )(G) ⊂ (B|mn )2(G).

Preuve : Pour le (2), on utilise le fait que ∀A ∈ B2|mn (G),
L′(A) ≤ LµG(A) et L(A) ≤ LµG(A).

5.6 Construction de u

Remarque 5.45. : Soit M = (M, π, Cr, c) ∈ |B|. Pour trouver la flèche
u : B →M, on construit, pour chaque G ∈ |Glob|, une famille d’applica-
tions
(umnG : B|mn (G) → M(G))(m,n)∈N2 qui doit satisfaire les conditions sui-
vantes :
(H0) Pour tout m,m′, n, n′ ∈ N tels que m′ ≤ m et n′ ≤ n alors um

′

n′G
est la restriction de umnG,
(H1) umnG : B|mn (G)→M(G) est un morphisme de Glob,
(H2) umnG est naturel en G (on note umn : B|mn → M la transformation
naturelle obtenue),
(H3) On a l’identité π.umn = b|mn (où b|mn : B|mn → ω est la restriction de
b),
(H4) On a l’identité µG.M(umnG).um

nĜ.i
m
nG = umnG.(µG|mn ) (où

imnG : B2|mn (G)→ (B|mn )2(G) est l’injection canonique et Ĝ = B|mn (G)).
Cette famille se construit par induction sur m+ n.
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• cas où n = 1 :
Soit a ∈ B|m1 (G). On peut écrire a = c(∅) où c ∈ U(G). Dans ce cas
on pose um1G(a) = ηG(c) (où η : IdGlob → M ). On vérifie facilement les
conditions de (H0) à (H4).
• cas où m = 0 :

On remarque que B|0n(G) = B|01(G). Alors on peut poser u0
nG = u0

1G. les
conditions demandées sont donc encore vérifiées.
• cas où m > 0 et n > 1 :

Soit a ∈ B|mn (G).
- Si L(a) + dim(a) < n + m alors a ∈ B|m′n′ (G) où m′ = dim(a) et
n′ = L(a). Alors on pose umnG(a) = um

′

n′G(a).
- Si L(a) + dim(a) = n+m alors L(a) = n et dim(a) = m.
.. Si a = a1 ?p a0 alors, pour tout k ∈ [2], dim(ak) = m > p. On a aussi
dimumn−1G(ak) = m et ∂0

pu
m
n−1G(a1) = ∂1

pu
m
n−1G(a0). On peut donc poser

umnG(a) = umn−1G(a1) ◦p umn−1G(a0).
.. Si sym(a) = � :
... Cas où a est irréductible :
.... On commence par supposer que G = I. Alors on peut écrire a = a1�a0

où a1, a0 ∈ B|m−1
n (I) et (um−1

nI (a1), um−1
nI (a0)) ∈ ¯̄M(I). On peut donc po-

ser umnI(a) = [um−1
nI (a1), um−1

nI (a0)].
.... On suppose maintenant G quelconque : Soit α = |a|. On vérifie que
πI.u

m
nI(α) = ω(!G)bG(a). Alors, comme π est cartésien, il existe une unique

cellule, notée umnG(a), dans M(G) telle que πG.u
m
nG(a) = bG(a) et

M(!G).umnG(a) = umnI(α).
... Cas où a n’est pas irréductible : Comme a est non-primitif et
L(|a|) > 1, soit α la composante primitive de a et A ∈ B2(G) la
décomposition primitive de a (voir les deux définitions dans la section 1 de
la première partie). On voit que A ∈ (B|mn−1)2(G) et que
um
n−1G̃(A) ∈MB|mn−1(G), où G̃ = B|mn−1(G). On peut alors poser
umnG(a) = µG.Mumn−1G.u

m
n−1G̃(A).

• Pour la vérification des conditions de l’induction, on constate que
(H0) est immédiat. Pour (H1), seul le cas où L(a) = n,
dim(a) = m, sym(a) = � et a est non-irréductible, est un peu délicat.
On voit que pour q < dim(a) = m alors par hypothèse d’induction
on a ∂kqu

m
nG(a) = µG.Mumn−1G.u

m
n−1G̃∂

k
q (A). Mais ∂kq (A) ∈ (B|qn−1)2(G).
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J. PENON PURETÉ DE LA MONADE DE BATANIN

On peut donc écrire, en posant Ḡ = B|qn(G), µG.Mumn−1G.u
m
n−1G̃∂

k
q (A) =

µG.MuqnG.u
q

nḠ∂
k
q (A) = uqnG.µG.∂

k
q (A) = umnG.µG.∂

k
q (A) = umnG.∂

k
q .µG(A) =

umnG.∂
k
q (a).

(H2) et (H3) se vérifient sans difficulté.
Pour (H4), soit A ∈ (B2|mn )(G), on pose a = µG(A) et α = |A|. Alors
α ≤ B(!G)(a). La encore, seul le cas où n = L(a),
m = dim(a) = dim(A) et sym(a) = �, est un peu plus délicat.
- Si A est irréductible, on distingue alors les cas où α = B(!G)(a) (dans ce
cas a est primitif et donc A = ηBG(a) ou A = BηG(a)) et α 6= B(!G)(a)
(dans ce cas A ∈ (B|mn−1)2(G) et, par définition,
umnG(a) = µG.Mumn−1G.u

m
n−1G̃(A) = µG.MumnG.u

m
nĜ(A), où Ĝ = B|mn (G)).

- Si A n’est pas irréductible, considérons α0 la composante primitive
de α. C’est aussi la composante primitive de a. Soient encore les uniques
cellules suivantes :
.. A0 ∈ B2(I) telle que B(!BI)(A0) = α0 et µI(A0) = α,
.. A ∈ B3(G) telle que B2(!BG)(A) = A0 et µBG(A) = A.
Posons enfin A′ = BµG(A). On a B(!BG)(A′) = α0 et µG(A′) = a. Donc
A′ est la décomposition primitive de a. On voit que A ∈ B|mn−1B

2|mn−1(G),
qui est dans (B|mn−1)3(G), et que A est la décomposition primitive de A.
On a donc um

nĜ(A) = µĜ.Mum
n−1Ĝ.u

m

n−1
˜̂G
(A) où rappelons le

Ĝ = B|mn (G) et G̃ = B|mn−1(G). D’un autre côté L′(A) ≤ n et
L(A) ≤ n.
- Si L′(A) = n, alors A = ηBG(a) et donc A vérifie (H4) (se voit
facilement).
- Si L(A) = n, alors A = BηG(a). La encore A vérifie (H4).
On peut maintenant supposer que L′(A) ≤ n − 1 et L(A) ≤ n − 1.
Dans ce cas A ∈ (B|mn−1)2(G) = ˜̃G et on a les identités suivantes (où

G = B2|mn−1(G) et j : G → ˜̃G est l’injection canonique ) :
µG.MumnG.u

m
nĜ(A) = µG.MumnG.µĜ.Mum

n−1Ĝ.u
m

n−1
˜̂G
(A) =

µG.µMG.M
2umnG.Mum

n−1Ĝ.u
m

n−1
˜̂G
(A) =

µG.MµG.M
2umn−1G.Mum

n−1G̃.Mj.umn−1G(A) =

µG.Mumn−1G.M(µG|mn−1).umn−1G(A) = µG.Mumn−1G.u
m
n−1G̃(A′) = umnG(a) =

umnG.(µG|mn )(A).

- 60 -
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• A partir de la famille (umnG) on construit une application
uG : B(G) → M(G) de façon évidente. On obtient ainsi un morphisme
u : B →M (se vérifie facilement). L’unicité de la flèche u se montre par
induction sur L(a) + dim(a) (sans difficulté particulière).
On a ainsi montré le théorème suivant :

Théorème 5.46. : B = (B, b, Cr, c) est un objet initial de B. ( Ce qui
prouve que B est ”la” monade de Batanin).

Remarque 5.47. : Finalement on a bien montré que la monade de Batanin,
qui n’est autre que B comme on vient de le voir,muni de U et de L, est une
monade concrète syntaxique cartésienne et surtout pure.
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