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Introduction de la partie II

Avant de caractériser la monade de Batanin, on commence par re-présen-
ter la monade w des oco-catégories strictes, puis la monade [P des prolixes en
utilisant I’ outillage syntaxique de la premiere partie. Mais c’est surtout grace
aux arbres feuillus qu’on va pouvoir construire une monade B a partir de
[P qui remplira toutes les conditions requises (c’est-a-dire, finalement, d’étre
pure) et qui s’avérera €tre la monade de Batanin.
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1. Monade associée a un langage relativement dimensionnel

Introduction : Toutes les monades construites dans la premiere par-
tie étaient sur la catégorie [Ens. Nous allons en construire maintenant de
nouvelles sur Ens/N en toute généralité, ce qui nous permettra dans les
prochaines sections de passer a des monades sur Glob (la catégorie des
“ensembles globulaires”). Certaines notations données dans cette section,
comme Op(a, (by,...,bn_1)) €t a{co, ..., c,_1} sont indispensables pour la
compréhension de la suite de cet article.

1.1 Variation des constantes dans le cas relativement dimensionnel

Conventions 1.1. : On se donne un langage relativement dimensionnel

(S, ar, §) (voir la définition dans la premiere partie, section 2 ) sans constante.
Pour chaque (C,dim) € |Ens/N|, on pose S(C) = S]]C puis on suit
les conventions données dans la premicre partie, section 3, ou I’on définit
ar : S(C) — N, A(C) et pour toute application f : C' — C’, une nouvelle
application A(f) : A(C') — A(C"). On tient compte encore de la remarque
qui fait suite a ces conventions.

On définit ensuite § = (3(s) : N — N),cq(c) en posant

S(up(s)) = d(s) et d(ui(c)) : N> ~ 1 — N, 0 — dim(c). On ob-
tient ainsi un nouveau langage relativement dimensionnel (S(C),ar,d). On
construit alors, comme on le fait a la section 2 de la partie 1, deux applica-
tions dim : A(C) = N et dim : A(C') — Mo(N).

Onnote U : Ens/N — Ens le foncteur d’oubli canonique.

Proposition 1.2. : Soit f: C — C' une fleche de Ens/N. Alors :
Va € AU(C), dimf(a) = dim(a) et dimf(a) = dim(a) .

Preuve : Par induction sur L(a).

Notations 1.3. : 1) Chaque fleche f : C — C' de Ens/N induit une
nouvelle fldche f : (AU(C), dim) — (AU(C’), dim). On construit ainsi un
endo-foncteur de Ens/N, noté A.

2) Choisissons un objet final I € |Ens/N|. Onnotera U(I) = {0,/n € N}.
Alors dim : U(I) — N est bijective et dim~'(n) = 0,.

3) Pour chaque a € AU(C), notons |a| = Ic(a) € AU(I).
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Proposition 1.4. : Soit C € |Ens/N]|.

1) Soitaussi a € AU(C), alors dim(|a|) = dim(a) et dim(|a|) = dim(a).
2) Soient maintenant a,a’ € AU(C). Si |a| = |d| et lyc(a) = lyc(d),
alors a =da'.

Preuve : Le (1) résulte de la proposition précédente et le (2) résulte de la
premiere partie, section 3.

1.2 L’opération Op

Notation 1.5. : Soient C € [Ens/N|, a € AU(I), n =1I(a) et (by,...,bn 1)
dans AU(C)™. On suppose que dim(a) = (dimb,, ...,dimb,_;). Dans ce
cas on note :

Op(a, (by, ..., by—1)) = op(a, (b, ..., bn_1)) € AU(C).

Proposition 1.6. : Posons C' = C[JU(I) et ug: C — C, uy : U(I) = C
les injections canoniques. Alors :

INLQOp((I, (bo, ciny bn—l)) = OP(@1<CL>, (ﬂobo, ceey aObn—l))-

Preuve : Posons a = 1,Op(a, (b,, ..., b,—1)) et
B = OP(t;(a), (tobo, ..., Uobp—1)). On montre que a = OP(a, (by, ..., by—1))
= [ etque [a(a) = [s(B). On en déduit que o = f3.

Proposition 1.7. : Soient C € |Ens/N|, a € AU(I), n = l(a) et
(b, ..., by_1) dans AU(C)" tels que dim(a) = (dimb,, ..., dim b,_1).

1) Ona dim Op(a, (by,...,b,_1)) = dim(a) et

dim Op(a, (b, -+, by—1)) = dim(by)...dim(b, ).

2) Pour toute fleche f (C — C'de Ens/N,ona:

FOD(a, (bos s bu1)) = OD(a, (Fbys - fon1).

3)2) [0p(a. (Bys s byt )| = OB, (1B s [B-1]):

b) lU(COp(a, (bo bnfl)) lUC(bO) lU(C( )

4)3-) lOp(a7 (bow-wbn 1)) Z [n]l(b)

6) LOP(a, (b, .. bo-1)) = L(a) — I(a @) + e L(b;)-

5)Sib e AU(C) alors Op(|b|, (b, ..., bp_1)) = OP(b, (by, ..., bu_1)).

Preuve : Le (1) résulte de la proposition précédente modulo la section 2

de la premiere partie.
Les (2), (3), (4) et (5) résultent de la section 3 de la premiere partie.
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Proposition 1.8. : Soient s € S tel que ar(s) =n > 1, (ay, ..., a,—1) dans
AU (C) et (coy .., cn1) € U(I)™ tels que Vj € [n], dim(a;) = dim(c;). On
pose § = 5(¢o(D),...,cn1(2)) € AU(L), alors :
1) dim(8) = (dima,, ..., dima,,_;),
2) Op($, (g, -y n-1)) = S(ao, ..., ap_1).

Preuve : Le (1) estimmédiat. Le (2) résulte de la section 3 de la premiére
partie.

Proposition 1.9. : Soit C € |Ens/N].
1) Soit aussi a € AU(C) et n = dim(a) alors Op(0,(2), (a)) = a,
2) Soient o € AU(I), (o, ...,ap-1) dans AU(I)?, (ao, ..., @, 1) dans
Mo(AU(C))? tels que dim(a) = (dimay, ..., dim e, 1) et Vj € [p],
dim(e;) = Mo(dim)(a,). Alors :
Op(oz, (Op(&o, d0>7 ey Op(an—la an—l)) =
Op(Op(a, (g, eey 1)), Gg---lp—1 ).

Preuve : Résulte de la section 3 de la premiere partie.

Proposition 1.10. : Soient s € Stelque n = ar(s) > 1, (..., ¥p_1)
dans AU(D)" et (o, .., an—1) € Mo(AU(C))". On suppose que Vj € [n],
dim(e;) = Mo(dim)(a;). Alors :

s(Op(ap, @), .., Op(an-1,an-1)) = Op(s(ap, ..., ¥p_1), Gg...Gp—1).
Preuve : Résulte de la section 3 de la premiere partie.

Proposition 1.11. : Soient o € AU(I), n = l(a) et a,a’ € AU(C)" tels
que dim(a) = Mo(dim)(a) = Mo(dim)(a’). Alors on a I’'implication :

Op(o,a) = Op(a, @) = a=4a'.

Preuve : Résulte de la section 3 de la premiere partie.

1.3 La notation a{c,, ...,c,_1}

Notation 1.12. : Soient a € AU(I) et n = [(a). Soient aussi C dans
|Ens/N| et (c,, ..., cs—1) € U(C)". On suppose que
dim(a) = (dimc,, ..., dime,_1). Alors on note :

a{Coy ey Cn1} = @[Coy .oy Cr1].
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Remarque 1.13. : Enfaitona a{c,, ...,c,—1} = Op(a, (¢,(D), ..., ch_1(2)))

Proposition 1.14. : Soient a € AU(I), n = l(a), (co,...,cn—1) € U(C)"
tel que dim(a) = (dimc,, ..., dime,_ ). Alors :

1) dim a{c,, ..., ¢n—1} = dim(a),

2) dim a{c,, ..., cp_1} = dim(a),

3) |a{coy ey Cno1}] = a,

4) lyc a{coy .oy Cno1} = (Coy-eey Cn1),

5) pour toute fleche f: C — C' de Ens /N, on a

fla{co, .yen1}) = a{f(co), s fen-1)}-

Preuve : Pour le (1) et (2), on utilise la remarque précédente. Pour le
(3), si on pose Vj € [n], ¢; =lc(c;), on voit que |a{cy,...,cn1}| =
ald,....c, 1] = allyz(a)] = a. Le (4) et le (5) résultent de la section 3 de la

premiere partie.
Proposition 1.15. : Va € AU(C), |a[{lyc(a)} = a.
Preuve : Résulte de la section 3 de la premicre partie.

Proposition 1.16. : Soientn € N*, (a,, ..., a,—1) € AU(I)™ et (Co, ..., Cn1)
dans Mo(U(C))" tels que Vj € [n], dim(a;) = Mo(dim)(¢;) Alors :
1) Pour tout s € S tel que ar(s) =n,ona:

S(Oég{éo}, ey ozn_l{én_l}) = S(Oéo, .y Oén_1>{50...5n_1}.

2) Pour tout o € AU(I), I(a) = net dim(a) = (dimay, ...,dim a,,_),
ona:

Op(a, (ap{co}, -y n—1{Cn-1})) = Op(ev, (ao, ..., n—1)){Co.-.Cru1}.

Preuve : Le (1) résulte de la proposition 1.10 et le (2) de la proposition
1.9.

1.4 La monade A

Proposition 1.17. : Soit C € |Ens/N].

VA € A2U(C), puc(A) = Op(|A, Lavc)(4)).
2)a) Ve € U(C), dimnyc(c) = dim(c).

b) VA € A?2U(C), dim puyc(A) = dim(A).
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Preuve : Sans difficulté.

Notations 1.18. : On peut donc noter 7c : C — A(C) et

pc @ A%(C) — A(C) les fleches de Ens/N telles que Unc = nyc et
Upc = pyc. ne et uc sont clairement naturels en C. On note

n: Idg,sy — A etp: A*> — A les transformations naturelles obtenues.

Proposition 1.19. : 1) A = (A, n, 1) est une monade cartésienne sur Ens/N
et (U,Id4) : (Ens/N, A) — (Ens, A) est un morphisme de catégories mu-
nies de monades.

2) (Ens/N,U, A,n, u, L) est une monade concréte syntaxique (ol pour tout
C € |Ens/N|, L¢ = Lye).

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la premiére partie. Le (2) résulte
de la section 1 de la premiere partie.

Proposition 1.20. : Soient C € |[Ens/N|, a € AU(I), n = l(«).
1) Soit aussi (B, ..., B,-1) € A*U(C)" tels que
dim(a) = (dimB,, ...,dimB,,_1). Alors :

tuc(Op(a, (Bo, ..., Buo1))) = Op(a, (tweBo, -, pue Bu-1))-

2) Soit maintenant (b, ..., b,—1) € AU(C)" tel que
dim(«) = (dimb,, ..., dimb,,_1) Alors :

puc(a{bo, ..., bn—1}) = Op(a, (by, ..., by—1)).

Preuve : Le (1) résulte de la proposition 1.9 et le (2) de la section 3 de la

premiere partie.

1.5 Arbres feuillus dans le cadre relativement dimensionnel

Les conventions suivantes sont un cas particulier des conventions 1.1 et
de celles de la section 5 de la premiere partie.

Conventions 1.21. : On se donne tout d’abord un langage (.S,ar) sans
constante, muni d’une structure relativement dimensionnelle

§ = (6(s) : N*"(®) — N),cs. A ce langage on rajoute deux nouveaux sym-
boles A et [0 ou ar(A) =1let ar(dJ) = 2. Posons S" = S U{A,O}.

-10 -
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On prolonge ensuite a (S’ ar) la structure relativement dimensionnelle de
(S,ar) en posant :

S(A)=Id:N—=N et 6§0):N* =N, (z,y) —~ 1+ Sup(x,y).

Comme dans la section 5 de la premiere partie, on le munit ensuite d’une
structure chargée en considérant I’application ch : S’ — Z définie par :

ch(A)=—1, ch(O)=+1 et VseS, ch(s)=0.

Ensuite, pour chaque (C, dim) € |Ens/N|, on construit le nouveau langage
relativement dimentionnel (S’(C'), ar, §) comme aux conventions 1.1. On le
munit a son tour d’une structure chargée, comme on I’avait fait a la section
5 de la premiere partie, en posant :

Vo € 5, ch.ug(o) = ch(o), Ve € C, ch.uy(c) = 0.

Apres les mémes abus de langage qu’aux conventions 1.1, on note pour sim-
plifier A(C) = Arb(S'(C),ar) puis A/(C)’ensemble des a € A(C) qui
sont feuillus pour (S’(C),ar,ch).

Notation 1.22. : L’application (C,dim) — (A/(C),dim) se prolonge en
un sous-foncteur de A. On le note A/,

Proposition 1.23. : Soit C € |Ens/N].

1)Ve € UC, ¢(2) € ATU(C).

Vs e S, (n=ar(s) > 1), Y(a,...,an,_1) € ATU(C)",

$(agy .oy an_1) € ATU(C).

3)Va € ATU(I), V(by,...,b,—1) € ATU(C)", n = I(a) et

dim(a) = (dimb,, ..., dimb,,_1) = Op(a, (b, ..., bp_1)) € ATU(C).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), voir la section 2 de la premiere
partie, et pour le (3) voir la section 5 de la premiére partie.

Proposition 1.24. : Soit a € AU(C), alors :
ae€ ATU(C) ssi |a| € ATU(D).

2) Lorsque a € A’U(C) on a I’equivalence :
a estirréductible ssi |a| est irréductible.

-11 -
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Preuve : Immédiat.

Proposition 1.25. : Soit a € A’U(C) tel que sym(a) = [J, alors il existe
un unique o € A/U(I) irréductible vérifiant L(a) > 1 et un unique
(A, ..., an_1) dans ATU(C)™, tels que n = I(a),

dim(a) = (dim a,, ...,dim a,_1) et a = Op(«, (ag, ..., Gn_1))-

Preuve : Ecrivons la décomposition canonique a = op(f, (ag, ..., Gp_1))
(voir la définition dans la section 5 de la premiere partie). Pour chaque
j € [n], soit ¢; € U(I) tel que dim(c;) = dim(a;). On pose ensuite
a = e, ..., ¢n_1]. La fin de la preuve est sans difficulté.

Définition 1.26. : La décomposition a = Op(«, (ag, ..., a,—1)) est appelée
la décomposition canonique (relativement dimensionnelle) de a.

1.6 L’opération ©

Notations 1.27. : Soient a,b € A’U(I) tels que l(a) = p, I(b) = q et
n = p + q Ecrivons ly1(a) = (co, -, ¢p-1), lvn(b) = (¢, ..., ;). On sait
que a, b et ab sontdans A'(1) etque I(a]b) = n. On pose alors :
/
q

a®b=(alb)co, ey Cpe15 Chy ey € 4]

Proposition 1.28. : 1) [(a ©® b) = l(a) + I(b) = [(alDD).
2) L(a ® b) = L(ab) + I(al3)).

3) lU]I<(Z ® b) = lUﬂ(a).lUﬂ(b).

4) dim(a ® b) = 1 + sup(dima, dimb).

5) dim(a ® b) = dim(a).dim(b).

6)a®be ATU(D).

7) a ® b est irréductible.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 1.29. : Soit a € A'U(I) tel que sym(a) = O et a est
irréductible. Alors il existe un unique couple (aj,ao) € A/U(I)? tel que
a=a; © ag.

Preuve : Existence : On a vu dans la section 5 de la premiere partie qu’il
existe un unique (by,by) dans A/(1)%> tel que a = by [J by. Posons
p=1(b1), g =1(by) alors p+q = l(a). Ecrivons lyi(a) = (Co, ..., Cprq—1)

-12 -
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et posons a3 = by[c, ..., Cp1], ap = bo[cp, ..., Cprg—1]. On montre que
ay,ap € ATU(I) etque a = a; ® ay.
Unicitée : Résulte encore des sections 3 et 5 de la premiere partie.

1.7 La monade A/

Proposition 1.30. : Soit C € |Ens/N]|.

Ve e U(C), nue(c) € ATU(C).

2)VA € A2U(C), pycive(A) € AJU(C) (ou s : AY — A est la transfor-
mation naturelle canonique).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), on a
pucive(A) = Op(|A] Lasyc)(A)) ou Al € ATU(T) et
lAfU((C) (A) S MOAfU((C> C MOAU((C) Donc MUCZUC (A) S AfU(C)

Notations 1.31. : On peut alors définir les fleches 7} : C — A/(C) et
pe + A3(C) — A7(C) dans Ens/N, par restriction de 7c : C — A(C) et
pc : A%(C) — A(C). On vérifie que 7 et ug sont naturels en C.

Proposition 1.32. : A" = (A7 7/, /') est une monade sur Ens/N qui est
cartésienne.

Preuve : Le fait que A/ est une monade résulte de la section 3 de la
premiére partie. Sa cartésianité vient de ce que I’inclusion A/ — A est un
morphisme de monade qui est cartésien et A est cartésienne.

Proposition 1.33. : (Ens/N, U, A/, 7/, i/, 1) est une monade concréte syn-

taxique (ou pour tout C € |[Ens/N|, L. estlarestriction ce L¢).

Preuve : Résulte de la section 1 de la premiere partie.

2. La monade w

Introduction : La monade des co-catégories strictes est bien connue
(voir [2],[4],[13] et [14]). Nous en donnons ici une présentation légerement
différente qui est en cohérence avec I’ensemble de ce travail. Bien que n’étant
pas syntaxique, elle se construit malgré tout avec des arbres et en utilise de
nombreuses propriétés. Le lien entre arbre et ensemble globulaire, qui appa-
rait ici avec I’application I" (notée (—)* dans [2]), va continuer a étre fort

utile dans les sections qui suivent, ainsi que les morphismes u*.

-13-
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2.1 L’ensemble globulaire Arb

e Habituellement on appelle ensemble globulaire un foncteur
GI? — Ens ou Gl désigne la catégorie qui a pour objets les entiers
naturels et ou les morphismes ...

do il dg
0 1 2 3 e
d di d;

... vérifient les équations Vk € [2], Vj € [n], dJ,,.d} = d},.d}.
Nous allons maintenant en donner une définition 1égerement différente plus
en adéquation avec les outils utilisés ici.

Notations et définitions 2.1. : 1) Un ensemble globulaire G estla donnée :
- d’un ensemble G,

- d’une application dim : G — N (Pour chaque n € N, notons :

G/n ={ce G/ dim(c) > n}),

- d’une famille de couples d’applications (9;,0) : G/p — G)pen,

vérifiant les propriétés suivantes :

(EG1) Ve e G,¥p e NVk € 2], dim(c) > p = dim 05(c) =p,

(EG2) Ve € G,Vp,q € N,Vk, k' € 2],

dim(c) >p>q = 8585'(0) = 0l (c).

2) Un morphisme g: G — G’ entre ensembles globulaires est une applica-
tion g: G — G’ telle que :

(MEG1) Ve € G, dim g(c) = dim(c),

(MEG2) Ve e G,Vp e NVk € [2], dim(c) > p = 0kg(c) = g} (c).

3) Les ensembles globulaires et leurs morphismes forment une catégorie
notée Glob.

Proposition 2.2. : On a une équivalence de catégorie :
[GI?, Ens] ~ Glob.

Preuve : Elle est donnée par G — (][, G(n), dim, (OF)epznen) ol
dim(m,z) = m etpour m > n, O(m,z) = (n,G(d*,)(z)), la fleche

i . . dk ¥y dr
dy . :n — métant la composée n—=n+1——...——=m.

e Considérons maintenant le langage (S, ar),ou S =N et ar = Idy

-14 -
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Notations 2.3. : - On note Arb = Arb(S, ar).
- Pour chaque a € Arb, on pose dim(a) = h(a) — 1.

Définition 2.4. : Pour chaque p € N, on définit 0, : Arb — Arb, par
induction sur p.

-Si p =0 alors, pour tout a € Arb, on pose Jy(a) = 0(D).

-Si p > 0 alors, pour tout a € Arb,

. Si a=0(@),onpose J,(a)=0(D).

. Si a=n(ag,...,a,_1), 00 n > 1, on pose

8p(a) = n(ﬁp_lao, ceey ap_l(ln_l).

Proposition 2.5. : Soit p € N et a € Arb.

1)-Si p > dim(a), alors 0,(a) = a.

- Si dim(a) > p, alors dimd,(a) = p.

2) dimd,(a) = inf(p, dim(a)).

3) Pour tout ¢ € N, si ¢ < p, alors 9,0,(a) = 0,(a).

Preuve : Le (1) se montre par induction sur p. La premiere partie se fait
sans difficulté. Pour la deuxiéme partie, lorsque p > Oet a = n(ao, ..., ap—1),
ou n > 1, on commence par montrer, grace a I’hypothese d’induction, que
Vi € [n], dim 0p_1(a;) < p—1.Le (2) résulte du (1). Le (3) se montre par
induction sur q.

Corollaire 2.6. : (Arb, dim, (0,,09),en) est un ensemble globulaire, ot

pour tout p € Net k € [2], ) : Arb/p — Arb est la restriction de 0.

Proposition 2.7. : Soient a € Arbet p € N.

1) On suppose que 0,(a) = n(ay,...,al,_,),ou n > 1. Alors p > 0 et
il existe un unique (ag, ..., an,—1) € Ard" tel que a = n(ag,...,an—1) et
Vj € [n],

al = Op1(ay).

2)Si p>0et 0,(a) =0(2), alors a = 0(2).

Preuve : Dans le (1), on distingue les cas p > dim(a) et p < dim(a).
Le (2) est sans difficulté.

-15 -



J. PENON PURETE DE LA MONADE DE BATANIN

2.2 Leslois o, sur Arb

Définition 2.8. : Soient p € N et (a',a") € Arb®. On suppose que

dp(a') = 0,(a). On construit a' o, a® par induction sur p (ou sur
L(a') + L(a")).

- Si inf(dima!,dima®) = 0: Soit k € [2] tel que dim(a*) = 0. Alors on
pose :

- Si inf(dima'!,dima®) > 0:
..si p = 0:On peut écrire de fagon unique Vk € [2], a* = ni(af, ..., af, )
ou ny > 1. Alors on pose :

a' oy a’ = (ny + no)(ag, ..., an,_1,ag, ..., an, 1)

.si p>0:Notons b=09,(a") =09,(a") . Alors b s’écrit

b = n(by,...,b,—1), o n > 1 (voir la remarque (R1)) et dans ce cas on
peut aussi écrire de fagon unique a* = n(af, ...,a*_,) (voir (R2)). Alors on
pose :

0

1 1 0 1 0
a o, a’ =n(agop_1ag, ..., 0y, 1 Op—1 Gp_1)

Remarque 2.9. : (R1) On ne peut avoir b = 0(&) (voir le (2) de la propo-
sition 2.7).

(R2) Résulte du (1) de la proposition 2.7.

Proposition 2.10. : Soient p € Net (a',a’) € Arb* tels que

0y(a") = B, (a”).

1) Si inf(dima',dima®) < p ona a'o,a’ = a'™* (o0 k € [2] esttel
que dim(a*) < p).

2) Ona dim(a' o, a®) = sup(dim a', dim a°).

3) Soit aussi ¢ € N

-Si ¢ <p, 9,(a' o, a") = 9,(a*) = 9,(a°).

-Si g > p, 9y(a' opa’) = 0y(a') o, 0y(a’).

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.11. : Soient p € N et (a?,a',a’) € Ard® tels que
dp(a?) = dp(a') = 9,(a). Alors :

a’ op (a1 op ao) = (a2 op al) o al.
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Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.12. : Soient p,q € N,ot p > ¢ et (a"); jjep2 € Arpl?
tels que Vk € [2], 8p(ak1) d,(a*®) et 9,(a'*) = 9,(a"). Alors :

10) 01 00)

04 (a” 0y a 0 0, a™).

(' opa = (a'' oy a™) 0, (@'’ 04 a
Preuve : Par induction sur ¢. On distingue les cas inf j ) dim(a®*") = 0
et infy 1 dim(a**") > 0 (o1 I’on étudie les sous-cas ¢ = 0 et ¢ > 0).

2.3 Le multi-foncteur é

Notation 2.13. : Donnons-nous une liste G = (G;);¢,) d’ensembles glo-
bulaires. A partir de cette liste on construit un nouvel ensemble globulaire,
de la facon suivante :

Soit (G})jem+1) la nouvelle liste d’ensembles définie par G = [n + 1] et

Vj € [n], G%,, = G;. On pose alors G = [1cni1 G- On définit ensuite

dim : G — N par dim(0,5) =0 et dim(j +1,c¢) —dzm( )+ 1.
Pour chaque p € Net k € [2], 9} : G/p — G est défini par :

88(]70):(07])’ aé(jvc>:(0aj_1>

etsi p >0, 8k(j, c) = (7, 85_1(0))-

(G, dim, (ﬁp, d2)pen) est un ensemble globulaire que 1’on note €D

G;

j€ln]
( ou encore @(G)).

n —
®(G) est en fait solution d’un probleme universel que 1’on va préciser
maintenant.

Notations 2.14. : e Fixons laliste G = (G;);e[, d’ensembles globulaires
et notons U/ la catégorie qui a :

- Pour objets , les triplets (G, (w;)icnt1], (fi)icm)) ol

.. G est un ensemble globulaire,

.. (U3)iem+1) estune famille d’objets de G (i.e.Vj € [n+1], dim(u;) = 0),
« (fi + Gi = G(ui41,ui))icpn) est une liste de morphismes d’ensembles
globulaires (ot plus généralement, pour u,v € G tels que
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dim(u) = dim(v) = 0, on note G(u,v) I’ensemble des ¢ € G/0 tels que
A(c) =u et 9§(c) = v que I’on munit des applications

dim' : G(u,v) = N, ¢ = dim(c) — 1 et 9F : G(u,v)/p = G(u,v),

¢ O (0).

- Pour fleches g : (G, (w), (fi)) — (G, (), (f!)), un morphisme d’en-
semble globulaire g : G — G’ tel que :

DHVien+1], glu;) = ul,

2)Vi € [n], gli-fi = fiou, gli : G(uig1,w;) = G(us,,,u;) estlarestric-
tion de g.

) A pe}rtir de laliste G , fixée prégédemment, on construit

G = (G, (Wi)iem+1: (0:)iem)) 00 G = D) Gy wi = (0,4) et

o, G — G(wiH, w;) est le morphisme d’ensembles globulaires donné par
oi(c) = (i+1,¢).

Proposition 2.15. : Ona G € U] G est méme un objet initial dans .

Preuve : Soit G = (G, (u;), (f;)) € |U|. On construit g : ? — G, en
posant g(0,j) =wu; etsi 7 >0, g(j,c) = fj_1(c).

Notation 2.16. : Soient maintenant (G;)jcn) et (G})jepn) deux listes de

n ensembles globulaires et (g; : G; — G)je[n une liste de morphismes
d’ensembles globulaires. Alors (B ; G, (w}), (07.9;)) € [U] et donc, comme

G est initial, il existe un unique morphisme d’ensemble globulaire ¢ :
@je[n} Gj — @je[n} G; tel que :

V)€ [n+1, glw) =,

VR

2) V€ [nl, glj.0; = 05.9;.

g estnoté EBJ-GM g;j - @je[n] G; — @je[nl G;"

Proposition 2.17. : L’application Gn9 : Glob™ — Glob définie,
- sur les objets (G;)jem par ©((Gy)jem) = Djepn Gi»

- sur les fleches (g5 : Gj — G)jejn) par é((gj)) = D}y 95> est foncto-
rielle.

Preuve : Immédiat.
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2.4 Ensemble globulaire associé a un arbre

Notation 2.18. : On construit une application Arb — |Glob| , notée I, par
induction sur la longueur des arbres (Dans [2], I’ensemble globulaire I'(a)

est noté a*). Soit a € Arb,

-Si a = 0(@), onpose I'(a) =Ty ou Iy désigne {0} vucomme
ensemble globulaire (dim(0) = 0 et I'/0 = 2).

-Si a = n(ao, ...,an—1), 00 n>1,onpose I'(a) =D, ['(a)).

Notation 2.19. : Pour chaque % € [2] et p € N on construit des morphismes
d’ensembles globulaires df(a) : ['(9,(a)) — ['(a), par induction sur p (ou
sur L(a)):

-Si a = 0(2), onpose dy(a) = Idp,.

-Si a = n(ag, ..., an—1), 00 n > 1, alors,

.si p=0, d&(a) : Ty — I'(a) est défini par :

d9(@)(0) = (0,n) = wo,  db()(0) = (0,0) = wp.

-Si p> 0, onpose:
di(a) = Djcp do1(a5) : Bjepy T-1(a5) = Bjepy Tay).

Proposition 2.20. : Soient a € Arb, k € [2] et p € N.
1) Si dim(a) < p alors J,(a) = a et di(a) = Idp).
2) Soient aussi g € N telque ¢ <p et k' € [2], alors
d¥(a) = d¥' (a).d*d,(a).

Preuve : (1) La premiere identité a déja été montrée. La seconde se
montre par induction sur p. Le (2) se montre aussi par induction sur p
(ou sur L(a)).

2.5 Les morphismes u*

Notation 2.21. : Etant donnés p € N et (a',a’) € Arb* tels que
dp(a') = 9,(a”) on va construire des morphismes d’ensembles globulaires
canoniques :
ul uO
T(a') "5 T(a' o, a®) " T(a®)
par induction sur p (ousur L(a') + L(a%)). Posons a = a' o, a°. Pendant

la construction on note simplement u' et u” les deux morphismes u}lj(a1 a0)
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et Ug(al,aoy

- Si inf(dim a!,dim a®) = 0, soit k € [2] tel que dim(a*) = 0, alors on
pose u* = df(a) et u'™* = Idr(,

- Si inf(dim a',dim a°) > 0,

..si p =0, alors on peut écrire Vk € [2], a* = ni(af, ..., af, ;) avec

ng > 1 et a=(ny+no)(ap,...,ay, _y,ag,...,a5 _,). Pour chaque j € N,
posons w) = (0,n1 + j) et w; = (0,7), et pour chaque k € [2], j € [ny]
et z € (af), of(x) = (n1+j+1,2) et oj(x) = (j + 1,z). On vérifie
que

Vk € [2],V) € [m], of : T(a}) — F(a (wa w?) est un morphisme
d’ensemble globulaire et que (I'(a), (w¥), (o)) € [U]. 1l existe donc un
unique morphisme d’ensemble globulalre

u?: T(a*) = @jep,  Ta)) — T(a) tel que Vj € [ng+ 1],

uf(w;) = Wk et Vj € [nk] u*|;.0; = of (ot u¥|; est la restriction de u”
a D(08) (wyi1.5) = La) k1))

..si p > 0, on sait qu’il existe un unique n € N* tel que Vk € [2],

a® =n(ak,...,ak_)) etalors a = n(ato, 1a,...,al 0, 1a2_ ). On pose
alors :

uk:@u?: @F %@F pla =TI(a).
Jj€n] j€n] i€l
Sk ok
(Ol uj =g, 11 40))

Proposition 2.22. : Soient p € N et (a',a") € Arb? tels que
dp(a') = 9,(a®). Alors, si inf(dima',dima®) < p (soit k € [2] tel que
dim(a*) < p),ona u* =di(a) et u'F = Idp,) (o0 a=a'o,ad).

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.23. : Soient p € N et (a!,a’) € Arb? tels que
dp(a') = 8,(a’). Notons b = 9,(a') = 9,(a’). Alors le carré suivant com-
mute et ¢’est une somme amalgamée dans Glob :
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Preuve : Pour la commutation du carré, on 1’ obtient par induction sur p.
Pour la somme amalgamée, on montre successivement que :
- Pour tout k € [2], u* est injectif,
- V(2! 2%) € T(at) x T'(a%), ul(2!) = u’(z") = Jy e T(b),Vk € [2],
dy*(a*)(y) = 2",
- la famille T'(a') L I'(a' o, a®) & ['(a®) est épimorphe dans Ens,
- notre carré vérifie la propriété universelle.
Les trois premieres étapes se montrent par induction sur p.

Proposition 2.24. : Soient p,q € N et (a',a’) € Arb* tels que
dp(a') = 9,(a”). Pour simplifier, on note a = a' o, a’ et

Vk € [2], uk = u’;(alyao). Alors :

D) Si g <p, Vk,K € [2], di(a) = u".d¥(a"),

2)Si g =p, Vk € [2], d¥(a) = v*.d}(a"),

3)Si ¢ >p, Yk, K € [2], df(a)uf =u".df(a"), 00 uf =l 10

Preuve : par induction sur p.

Proposition 2.25. : Soient p € N et (a?,a',a’) € Arb® tels que

8€(a2) - ?p(al) = 8p(a0)_.0n note Wj; = U5 iy, Uy = u;(ai’ajopak),
Wik = Upaioyai ak) Alors :

1y u%21)0'u81 = ug(m)-u%o’

2) u(()21)0 = ug(10)~u(1)0s

3) ué(lo) = u%21)0'u%1~

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.26. : Soient p,q € N, ot p > ¢ et (a¥); e € Arb?

tels que V& € [2], 0,(a*') = 9,(a*?) et 9,(a'*) = 9,(a’%). On note :
e = (a" 01 6 00 105, q00),

Op alO) Og (a Op Q@) = (all Oq aOl) %p (a Oq @ up = ui(a,/g’)?
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£ — € € — g 1 1 .
Ugge = Wy 1k qokys Wie = W gmn g0y Alors le diagramme suivant commute :

1 w0
aOl) ol F(a01)

Preuve : Par induction sur gq.

2.6 L’oco-catégorie stricte w(G)

Notations 2.27. : Soit G un ensemble globulaire. On note w(G) I’ensemble
des triplets (n,a,g) ot n € N, a € Ard, tel que dim(a) < n, et

g : I'(a) — G est un morphisme d’ensemble globulaire. On définit ensuite
I’application dim : w(G) — N en posant dim(n,a,g) = n. Pour chaque
peN et ke [2] on définit aussi une application 0% : w(G) = w(G) en
posant 9%(n,a,g) = (p,d,(a), g.di(a)).

Proposition 2.28. : (w(G), dim, (9,,0)),en) est un ensemble globulaire.

Preuve : Résulte essentiellement de la proposition 2.20.

Notations 2.29. : Lorsque a € w(G), on définit o € Arb et
Ja : I'(a) = G lafleche de Glob telle que o = (dim(a), a, ga)-

On va maintenant montrer que w(G) a canoniquement une structure
d’co-catégorie stricte. Commencons donc par donner une définition “glo-
bale” des oco-catégories strictes (Pour le concept originel voir [8]) :

Définition 2.30. : On appelle co-catégorie stricte 1a donnée :
- d’un ensemble C,

- d’une application dim : C' — N,

- d’une application 2 : C' — C,

- d’une famille d’applications (6}’; 1 C = C)(hp)ejz)xNs
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- d’une autre famille d’applications (o, : ®C' — ),y ol on note
P

®C = {(x1,20) C*/ dim(x1) = dim(zo) > p et 05 (1) = I, (o)}

P

Ces données doivent satisfaire les axiomes suivants :
(GD) Vk € [2],¥p € N,Vz € C, dim 81’5(95) =,

(GG) Yk, K € 2,¥p,q e NVe e C, g<p = ag;aj;’(x) = 85(.%),
(GR) Vk € [2],Vp,n e N,Vz € C, p>n = dim(z) = 0k(z) = "(x),
(CD) V¥p € N,V(x1,x0) € ®C, dim(x; o, x9) = dim(x1) = dim(x),
P
(CG) Vp,q eN V(.’El,l‘o) e ®C,Vk € [ ]
P

q<p = 3%(551 op Tg) = (l’k),

q >p = 3 (5131 e} le'o) (Il Op 8(’; .To),
Uni) Vp,n € N,Vz € C’ p<n= dzm( ) = o, (1P (x) =z et

(

(1"7P.0y)(x) op = x,

(As )Vp € N,V(zg, 21, 70) € C3,

(22, 21), (21, 70) € ®C = T 0, (:1:1 o, Tg) = (x 0, 1) 0, T,
(

(

(

Ech) Vp,q € N V($00>$017$10,$11) eC' p>qetVkel2,
Th1, Tho) € @C et (1g, Tog) € ®C' =

T11 %p 5610) (1'010 5500) ($110 51701) ($10 Oy »’Uoo)-

Notations et définitions 2.31. : Sur w(G) on définit les lois suivantes :

- une application 2 : w(G) — w(G), en posant i(n,a,g) = (n+1,a,9),

- pour chaque p € N I’application o, : ®w(G) = G, (ay,ag) — a3 0, g
p

ou o o, vy est défini de la fagon suivante :

Tout d’abord posons, pour chaque k € [2], ay = (ng, ag, gx). Alors, par hy-
pothese, n1 = ng, 9,(a1) = Jp(ao) et on a I'identité gy.d}(ag) = go.dd(a1)
et donc, grace a la somme amalgamée donnée a la proposition 2.23, on ob-

tient I'unique morphisme d’ensemble globulaire gy : I'(a; 0, ap) = G qui

= 1_ 0 _ Sk ok
vérifie g19.u" = g1 et gi0.u” = gp (o u —up(ahao)).

On peut alors poser «; o, o = (1, a; 0, ag, gio) (OU 1 = ny = ny).

Proposition 2.32. : (w(G), dim, 2, (O}) k. p)ef2)xn, (Op)pen) est une
oo-catégorie stricte.

Preuve : Remarquons déja que (GD) et (C'D) sont immédiats. Ensuite
on obtient :
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G @) par la proposition 2.20,

)
G'R) par la proposition 2.5 et la proposition 2.20,
C'G) par la proposition 2.10 et la proposition 2.24,

(
(
(
(Uni) par la proposition 2.10 et la proposition 2.22,
(Ass) par la proposition 2.11 et la proposition 2.25,
(Ech) par la proposition 2.12 et la proposition 2.26.

2.7 oo-catégorie stricte libre

Donnons déja une version globale de la notion d’ oo-foncteur strict.

Définition 2.33. : C et C’ étantdeux oo-catégories strictes, un oo-foncteur
strict F': C — C' est la donnée d’une application F': C' — C’ vérifiant les
conditions suivantes :

(FD)Vx € C, dimF(z) = dim(x),

(FG) Yz € C,¥p e N,Vk € [2], FOl(x) = O} F(x),

(FC) VYp € N,V(z1,20) € C;)C, F(xq 0y 1) = F(1) 0, F(xo).

Notations 2.34. : On note co-Cat la catégorie des oo-catégories strictes et
de leurs oco-foncteurs stricts. Notons aussi U : co-Cat — Glob le foncteur
d’oubli canonique.

2.7.1 Construction de g,

Notation 2.35. : Soit g : G — G’ un morphisme d’ensembles globulaires.
On construit une application g, : w(G) — w(G’) en posant

g*(na (l, 7) - (n7 (l, gfy)

Proposition 2.36. : 1) g, : w(G) — w(G’) est un co-foncteur strict.
2) Lapplication g — g, est fonctorielle (On note w I’endo-foncteur de
Glob obtenu).

Preuve : Sans difficulté.
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2.7.2 Construction de vc

Notation 2.37. : Soient maintenant C € |oo — Cat| et a € wU(C). On
construit ve(a) € C  tel que dim ve(a) = dim(a) par induction sur
dim(a). Ecrivons a = (m, a,) € wU(C).

-Si a =0(2), alors I'(a) = T'. Posons vc(a) = "7(0).

-Si a = n(ag,...,an-1), 0t n > 1. Alors I'(a) = P, I'(a;). Pour
chaque j € [n + 1], posons w; = (0,j) € I'(a). Notons aussi

C; = C(v(wjt1),7(w;)) et v|; larestrictionde v a

I'(a)(wjt1,w;j) = C,. On pose ensuite a; = (m — 1,a;,7|;.0;) € wU(C;)
Alors, par hypothése d’induction, vc,(a;) € C; et

dim ve, (o) = dim(a;) = m — 1. On vérifie que Vj € [n],

(ve,(a)),ve,, (qg1)) € GSDC. On peut donc poser

ve(a) = tove, (o) 0o t1ve, () 0 ... 0g Lp—10c, _, (Qp_1).

(ou ¢j : C; — C estI’injection canonique. Signalons que
dim 1j(c) = dim(c)+1 etque ¢;(ci0,c0) = tj(c1) opt1 tj(co)). On vérifie
enfin que dim ve(a) = dim(a).

Proposition 2.38. : 1) v¢ : wU(C) — C est un oo-foncteur strict.
2) vc estnaturelen C .

Preuve : par induction sur la dimension des cellules de wU(C) ou C
est quelconque.

2.7.3 Construction de 7

Notation 2.39. : Pour chaque entier n € N, notons «,, I’arbre 1"(0(2))
(Rappelons que 1 est un symbole fonctionnel d’arit¢é 1 du langage de
base).

Proposition 2.40. : Pour tout n € N,

[(an) = {gk(n)/k € [2],p € [n+ 1]} ol gi(n) est défini par induction
sur n par:

-si n=0, g5(0) = g5(0) =0,

-si n >0 et,

. st p=0, 98(”) = (07 1)7 gé(n) = (070)7

Lsip>0, gi(n) = (1,95 ,(n—1)).
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Preuve : sans difficulté.

Notation 2.41. : Pour chaque G € |Glob|, on construit g : G — w(G) en
posant 7g(c) = (1, an, ge)) o n = dim(c) et gy : I'(o,) = G est
défini par g()(g(n)) = 0%(c). (On remarque que cette définition a bien un
sens, méme si g¥(n) = g¥(n) pour k # k). On vérifie que g, estun
morphisme d’ensemble globulaire.

Proposition 2.42. : 1) 7; : G — w(G) est un morphisme d’ensemble
globulaire.
2) ng estnaturelen G (Onnote 7 : Idg, — w cette transformation
naturelle).

Preuve : (1) On montre que pour n > p ona OJy(a,) = «a, et

9ape) = 90 dp(an)-
(2) On montre que pour g : G — G’ dans Glob et ¢ € G,ona

9-9c) = YG(gc)-
Proposition 2.43. : Soit C € |oo-Cat|. Alors on a vc.nycy = Idy(c).

Preuve : par induction sur la dimension des cellules de C.

2.74 Constructionde 1.,

Remarques 2.44. : Soient G € |Glob| et

co,c1 € G(0) = {¢ € G/dim(c) = 0}. On va construire un co-foncteur
strict Icy.e) : wW(G(co, 1)) = w(G)(ngco, necr).

Soit (n,a,v) € w(G(cy,c1)). On constate que : I'(1a) = 6119F(a) =

{(0,0), (0, 1)} U{(1,2)/x € Ta} = {wo, w1} U{oo(z)/x € Ta}. En fait
oo : I'(a) = I'(1a)(wy, wp) est un isomorphisme d’ensemble globulaire. A
partirde 7 : I'(a) — G(co,¢;) on construit I'application 7 : I'(1la) — G
en posant Vk € [2], J(wg) = 1k et F.0o(z) = v(z) € G(cp, 1) C G .
On vérifie que 7 : I'(la) — G est un morphisme d’ensembles globulaires.

Notation 2.45. : On note 1,.) : w(G(co,c1)) — w(G) Tapplication
définie par Ly c)(n,a,7) = (n+1,1a,7).
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Proposition 2.46. : 1) Vo € w(G(co, c1)), li,e) (@) € w(G)(ngco, necr).
2) Lco,er) s W(G(co,c1)) = w(G)(neco, nec1) estun oo-foncteur strict.

3) On a I'identité 1y c,)-NG(co.cr) = NG|, OU 7| est la restriction de 7g a
G(co, 1)) = w(G)(nsco, Nccr)-

4) Soit g : G — G’ un morphisme d’ensembles globulaires et

co, c1 € G(0). Alors on a I’identité :

Gx | '1(00701) - ]-(gco,gq) <g|)*

ol g| et g.| sontdes restrictionsde g et g,.
5) Soient C une oo-catégorie stricte et cg, c; € C'(0). Alors on a I’identité :

UC|~](CO,C1) = Uc
ou vc| estune restriction de vc et C = C(cg, ¢1).

Preuve : On le vérifie sans difficulté.

2.7.5 La propriété universelle

Théoreme 2.47. : Le foncteur d’oubli U : oco-Cat — Glob admet pour
adjoint a gauche le foncteur L (ot L(G) est w(G) muni de sa structure
d’oo-catégorie stricte et pour tout g : G — G', L(g) est g¢. considéré
comme oo-foncteur strict).

Preuve : Soient G € |Glob| et C € |oo-Cat|. On montre que 1’applica-
tion can : co-Cat(LG,C) — Glob(G,UC), donnée par
can(F) = U(F').ng, a pour inverse 1’application can’ : g — vc.g.. On voit
en effet facilement I’égalité can.can’ = Id etdonc que can est surjective.
Pour I'injectivité, on montre I’implication suivante : can(F) =g =
F = can/(g). Pour cela, F' étant fixé on vérifie, par induction sur la lon-
gueur de « et en faisant intervenir ce qui précede, que :
Va € w(G), F(a) = ve.g«(a).

Remarque 2.48. : L’adjonction...

L
oo — Cat L _Glob
U

... induit une monade (w,n, u) sur Glob,ou w et n ont déja été définies
etol p:w? — w estdonnée par pg = Uvpe).
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3. Lamonade P

Introduction : La monade P est une version non-réflexive de la monade
qui a été présentée dans [10] (Elle est explicitement définie dans [3] et [7])
. On la construit ici tout naturellement a 1’aide des outils introduits dans les
sections précédentes. Cette monade que 1’on rend concrete est syntaxique
et cartésienne(voir [3]) (On montre ce dernier résultat grace a la notion de
polarisation d’une opération - voir la notation 3.33). Cependant elle n’est
pas pure (voir la proposition 3.40). C’est pour combler cette lacune que nous

construirons la monade B a la section suivante.

3.1 Domaine et co-domaine d’un arbre
On se place maintenant dans un cas particulier des conventions 1.1.

Conventions 3.1. : On fixe maintenant le langage (Sp, ar) donné par :
Sp = {*,/p € N} u{O}.

ol ar(x,) = ar(dJ) = 2. On lui donne une structure relativement dimen-
sionnelle en considérant les applications 6(x,),d(0J) : N> — N définies
par

d(*p)(x,y) =sup(p+1,z,y) et 6(0)(z,y) = 1+sup(z,y). Ensuite, pour
chaque ensemble C' € |Ens| onnote A'(C) = Arb(Sp(C),ar) (pour la
distinguer de la notation A(C') qui sera utilisée dans la prochaine section).

Remarque 3.2. : On constate que le langage relativement dimensionnel
(Sp(C), ar, §) est croissant (voir la premiere partie, section 2).

Notations 3.3. : Fixons déja un ensemble globulaire

G = (G, dim, (0,,d))pen) etsoit a € A'(G).

On note I(a) = alJa. On voit que dim I(a) = 1+ dim(a) et donc

dim I"(a) = n + dim(a).

Soient maintenant p € N, k € [2]. On définit 9%(a) de la fagon suivante :
-Si p > dim(a), on pose 9%(a) =I"""(a) (ou n = dim(a)).

-Si p < dim(a), on définit 9% (a) par induction sur L(a).

. Si a=c(D), o0l ce G,alors onpose J%(a) = dk(c)(2).

.. S1 a = ay x4 agp, on pose :
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..pour q > p, 0i(a) = 0k(a),
..pour g < p, Of(a) = d(a1) xq I (ao),
.. Si a = a;0ag, on pose 9% (a) = I (ax).

Proposition 3.4. : Vp € N,Vk € [2],Va € A'(G), dim 9}(a) = p.
Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 3.5. : Soit g : G — G’ un morphisme d’ensemble globulaire.
Alors :

1) Va € A'(G), gl(a) =1g(a).

2) Ya € A'(G),¥p € N,Vk € [2], §8]’,f(a) = 8]’;@(@).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), par induction sur L(a).

[L(a)| = I(]al).
2)Va € A(G),Vp € N,Vk € [2], |0%(a)| = 9%(|al).

);

]
Proposition 3.7. : 1) VA € A?(G), puc(IA) = Iug(A).
2) YA € A%(G),Vp e N,Vk € [2], ugOi(A) = 0kpa(A).

Preuve : Le (1) est immédiat.Pour le (2), par induction sur L(A).

Corollaire 3.6. : 1) Va € A(G

3.2 Arbres compatibles avec un ensemble globulaire

Notation 3.8. : G = (G, dim, (0,,9))pen) étant un ensemble globulaire
fixé, on va construire une nouvelle classe d’arbres notée A9(G). On la
construit par induction sur la longueur des arbres. Soit a € A'(G).

-Si a=¢(@),0u c € G,alors a € AY(G).

-Si a = ay *p agp, alors a € A9(G) ssi

ar,ap € AY(G), Yk € [2], dim(ay) = dim(a) et 9)(ar) = 9, (ao).

-Si a = a;0ayg, alors a € A9(G) ssi aj,a9 € A9(G) et ay//ag (c.a.d.
dim(a;) = dim(ag) et, n étant cette dimension,

.81t n=0, a; = ap,

.si n>0, Vk e 2], 0 (a1) = 0% ,(ap)).

Proposition 3.9. : 1) Va € AY9(G), I(a) € A9(G).
2) Vp € N,Vk € [2],Va € AY(G), p < dim(a) = 0F(a) € A¥(G).
3) Vp,q € N,Vk, k' € [2],Va € A’g G),
q <p<dim(a) = 0¥ (a) = 9%(a).
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Preuve : Par induction sur L(a).

Corollaire 3.10. : (A(G),dim, (9}, d))pen) est un ensemble globulaire.
On le note A"Y(G).

Proposition 3.11. : Soit g : G — G’ un morphisme d’ensemble globulaire.
Alors :

1) Ya € AY(G), g(a) € AY(G).

2) g: AYG) — A9(G’) estun morphisme d’ensemble globulaire.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Proposition 3.12. : 1) VA € AYAY(G), pugic(A) € A%(G), ou

16+ AY(G) — A'(G) estI’injection canonique. On note

pg » AYAY(G) — AY(G) larestriction de pg.

2) ug : (A9)?*(G) — A%(G) est un morphisme d’ensemble globulaire.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(A). Le (2) est immédiat.

Remarques 3.13. : 1) L'application ¢ — g : AY9G) — A9(G') est
fonctorielle. On note A" 1’endo-foncteur de Glob obtenu.

2) L’application 7 : G — A"(G), restriction de 7 est un morphisme
d’ensemble globulaire G — AY(G). Etant naturelle en G, on obtient une
transformation naturelle 1’ : Idg., — A’7.

3) De méme, pi;; est naturelle en G. On obtient une transformation naturelle
notée p : (A9)? — A,

Proposition 3.14. : 1) (A", 7/, /) est une monade sur Glob.
2) (Glob, U, A", 7, 1/, 1) est une monade concrete syntaxique, ol

Lg = Ligdim)-1c-

Preuve : Pour le (1) voir la section 3 de la premiere partie et pour le (2)
cela résulte de la section 1 de la premiere partie.

3.3 La classe A“(G)

Avant de définir cette classe d’arbres commencons par introduire le con-
cept de “globalisation totale” d’une oo-catégorie stricte (c’est essentielle-
ment le méme concept que dans [10], page 67).
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Notations et définitions 3.15. : 1) Soit C = (C, dim, 1, (9, d9)pen, (0p)pen)
une oo-catégorie stricte. On note T'ot(C) = C'[] 1. Par abus de notation on
écrit Tot(C) = C U {w}, ot w ¢ C.On munit Tot(C) des applications
suivantes :
-dim : Tot(C) — N = NU {oo} est défini par dim(z) = dim(z) si
z € C et dim(w) = oo. (Attention ! Il y a un risque de confusion avec la
notation donnée dans la partie 1, section 2).
-7:Tot(C) — Tot(C) estdonné par i(z) =(x) si z € C et i(z) =w
sinon.
- Pour tout (k,p) € [2] X N, 9% : Tot(C) — Tot(C) est défini par :
O(x) =0(x) si x€C, 9k(x) =w sinon.
-Pour tout p € N, 5, : Tot(C)* — Tot(C) est donné par :
20,r" =xo,a si x,2' € C et (z,2') € ®C et 16,2" = w sinon.

p

-0: Tot(C)* — Tot(C) est donné par :
z0z" =1(z) si @ =2’ et 2002’ = w sinon.

2) On définit ensuite, pour chaque G € |Glob|, une application
0 : A(G) — Tot w(G) par induction sur la longueur d’un arbre. Soit
a € A(G).
-Si a =c¢(@),ou ¢ € G,onpose dg(a) =ns(c) € w(G).
-Si a = ay *p ap, on pose dg(a) = dg(a1)o,0¢(ap).
-Si a = a;0ag, on pose g (a) = dg(a1)Odg(ao).

R On est maintenant en mesure de construire la classe A“(G) (notée
T¢(D) dans [10], page 72).

Notation 3.16. : A°(G) est un sous-ensemble de A’(G) défini par induc-
tion sur la longueur des arbres de la fagon suivante. Soit a € A'(G).

-Si a =c¢(@),0u c € G, alors a € A°(G).

-Si a = ay *p ag, alors a € A°(G) ssi

ay,ap € A°(G), Vk € [2], dim(ax) = dim(a) et 9)(a1) = J,(ao).

-Si a = a;0ag, alors a € A°(G) ssi aj,a0 € AG), ai//ag et
5@(@1) = (5@(&0).

Remarque 3.17. : Ona A“(G) C AY(G).
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Proposition 3.18. : Soit a € A“(G), alors :
1) Vp e N,Vk € 2], p < dim(a) = 9}(a) € A°(G),
2) dim dg(a) = dim(a), )
3) Vpe N,Vk € [2], p < dim(a) = 95dc(a) = 6% (a).
Preuve : On montre (1),(2) et (3) dans une méme induction sur L(a).

Corollaire 3.19. : 1) (A“(G),dim, (0;,9))pen) est un sous-ensemble glo-
bulaire de A9 (G).
2) Ya € A(G), ig(a) € w(G).
Notations 3.20. : L’ensemble globulaire (A(G),dim, (9}, 0))pen) est
noté A“(G) ouencore P(G).On note aussi pg la restriction de dg a
P(G) — w(G).
Remarques 3.21. : pg ales propriétés suivantes. Soit a € A“(G),
1)-si a=c(9), pgla) = ns(c),
-si a = a1 %, ag, pc(a) = ps(ar) op pe(ao),
-si a = a10ag, pgla) = pg(ar) = pg(ag) (car pg(ar) = pg(ap)).
2) pg : P(G) — w(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.
Proposition 3.22. : Soit ¢ : G — G’ un morphisme d’ensembles globu-
laires, alors
1) Va € A¢(G), g(a) € A%(G),
2)Va € A*(G), pg.g(a) = w(g).pe(a).

Preuve : Le (1) et le (2) se montrent successivement dans une méme
induction sur L(a).

Proposition 3.23. : 1) VA € A“A“(G), ucic(A) € A%(G), ou

16 A(G) — A'(G) est I’injection canonique. On note

pe » ACA(G) — A°(G) larestriction de g : A'A'(G) — A(G).

2) g : P2(G) — P(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.
Preuve : Le (1) résulte du lemme suivant :

Lemme 3.24. : Pour tout G € |Glob|, on a la commutation du diagramme
suivant :

1P(G) HU(G)

UPY(G) —< AUP(G) = A2U(G) 2% A'U(G)

ppmnt Léﬁ

wP(G) o0 W (G) w(G) ——Totw(G)

HG
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ol i : w(G) = Totw(G) est]” injection canonique.
Preuve : (du lemme) Par induction sur la longueur des arbres.

Remarques 3.25. : 1) Pour toute fleche g : G — G’ de Glob,

g : P(G) — P(G') estun morphisme d’ensembles globulaires.

2) Lapplication g — ¢ : P(G) — P(G’) est fonctorielle. On note P
I’endo-foncteur de Glob obtenu.

3) Dans Glob les morphismes pg : P(G) — w(G) sont naturels en G.
On note p: P — w la transformation naturelle obtenue.

4) L’application, encore notée 7, restriction de n;, : G — AY(G) a
G — A“(G) est un morphisme d’ensembles globulaires G — P(G). Etant
naturel en G, on en fait une transformation naturelle 7' : I'dg, — P.

5) De méme, pf; estnaturelen G. Onnote p' : P? — P la transformation
naturelle obtenue.

Proposition 3.26. : 1) P = (P, 7/, 1) estune sous-monade de (A7, 1/, 1)
sur Glob .
2)p: (Pn,i1) — (w,n, 1) estun morphisme de monade.
3) (Glob, U, P, 1) est une monade concréte syntaxique, ot
L : UP(G) — N estlarestrictionde L : UAY(G) — N.

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la premiére partie, le (2) essen-
tiellement du lemme 3.24 et le (3) de la section 1 de la premiére partie.

Voici encore un résultat utile sur P :

Proposition 3.27. : Soient m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires et a € A(G) tel que [ligy(a) C m(G’). Alors il existe un
unique o’ € A°(G’) tel que m(da’) = a.

Preuve : Par induction sur L(a).

Corollaire 3.28. : Soient m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires et a’ € A'(G') tel que m(a’) € A°(G). Alors o' € A(G').
3.4 Polarisation

Rappelons que le concept de polarisation a été introduit pour montrer la
cartésianité de PP. Il aura son pendant dans la section 5.
e Retournons brievement a la monade w .
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Notation et définition 3.29. : Lorsque « = (n,a,!r,) € w(I), on note
Pol(a) = (n,a,Idr,) € w(I'a). On dit que c’est la polarisation de o dans
w.

Proposition 3.30. : Soit p € N.

1) Vk € [2],Ya € w(I), p < dim(ar) = 0FPol(er) = w(dk(a)).Pol(df ).

2)V(aq, ap) € ®w(l) = Pol(a o, ag) = w(u')Pol(ay) o, w(u®)Pol(ap)
p

k pumm

k
up(ﬂl Q)

ou on note u
Preuve : Sans difficulté.
e Revenons maintenant a la monade P. Dorénavant on identifie P(G)
et A’(G) (qui est son ensemble sous-jacent). De plus, comme en 1.3, notons

0,,0u n € N, les éléments d’un ensemble globulaire final I fixé.

Notations et définitions 3.31. : 1) Pour chaque a € P(I) et j € [la], on
définit Cell;(a) € I'(pr(a)) (voir la notation o dans 2.29), par induction sur
L(a).

-Si a=0,(9),ona l(a) =1 donc j=0,et p(a) =a, = 1"(0(<)). On
pose alors Cell;(a) = ¢%(n) = g;.(n) € I'(a,) (voir la proposition 2.40).

-Si a=a; % ap, alors :

. si j <l(a1), onpose Cellj(a) = u'Cellj(a1), ot u* = uf
.si l(ay) < j <l(a),onpose Cell;(a) =u"Cell;_, (ao).
-Si a = a10ag, alors :

.81 j <l(a1),onpose Cell;(a) = Cell;(ay),

.81 l(a1) < j <l(a),onpose Cell;(a) = Cell;_jq, (ap).

p1(a1),pr(ao))’

2) On note ensuite Cell(a) = (Celly(a), ..., Cell,—1(a)), ot n = I(a).

Proposition 3.32. : Va € P(I),Vj € [la], dim Cellj(a) = dim(c;), ol
(C[)7 ceey Cn—l) = l][((l) .

Preuve : Par induction sur L(a).

Notation 3.33. : Soit a € P(I). On peut maintenant noter :
Pol(a) = a{Cell(a)}

(voir la notation a{—} au 1.12). Pol(a) est appelée la polarisation de a
dans P.
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Proposition 3.34. : Va € P(I),Vp € N, Vk € [2],
p < dim(a) = 0FPol(a) = di(pra)Pol(dka).
Preuve : Faisons le par induction sur L(a). Posons n = dim(a).

-Si a = 0,(2), on voit que dk(pﬂa)Pol(E?k )—gp( n)(2) = d5Pol(a).
-Si a = a1 x4 ap, alors Pol(a ) = ulpol(al) *q WPol(ag).

. Si p<gq,ona 9FPol(a) = a*dFPol(ar) = uk dk (M) ol(df a) =
dk (pﬂa)Pol((()k ).
(*1) En utilisant la proposition 2.24.
. Si p>gq,ona JPol(a) = u'dsPol(ay) 4 1k Pol(ag) =
' d? (pray)Pol (0far) x ~Odk(mao)Pol( dha )
dk(pra) (W Pol(9Far) +4 89P0l (0kay)) = dk(pﬂa)Pol(@k ).
-Si a = a;0ay, alors Pol( ) = Pol(al)Dpol(ao) et p<n-—1.
.Si p=n—1, d&(pa) = Id, d’ ot la formule voulue.
. Si p<n—1, d5Pol(a) = dPol(ar) = dﬁ(m)?ol(@ﬁak) =
d¥ (pra)Pol(dha).
Proposition 3.35. : Soit a € P(I). Notons brievement I'a = I'(pya). Alors
Pol(a) € Pl'a et pr,Pol(a) = Polpr(a).

1

Preuve : Par induction sur L(a).
-Si a = 0,(9), alors Pol(a) = ¢5(n)(&) € Pl'a. On a aussi I’identité
voulue.
-Si a = ay xp ag, Pol(a) = a'Pol(ay) *, 1°Pol(ag) , ou Vk € [2],
u*Pol(ay) € PTa, dimu*Pol(a;) = dimPol(a) et dou'Pol(a,) =
1d0(p1[a1)770l(80a1) = uodl(pHaO)Pol(alao) 81 0Pol(ay).
(x1) Grace a la prop051t10n précédente, (*2) voir la proposition 2.23.

On en déduit que Pol(a) € Pl'a et pr,Pol(a) =

pra!Pol(ay) o, prai’Pol(ag) = w(u)pra, Pol(ay) o, w(u®)pra,Pol(ag) =
w(ut) Polpy(ay) o, w(u®) Polpy(ag) = Pol(pr(ay) o, pr(ag)) = Polpi(a).
-Si a = a10ay, Pol(a) = Pol(ay)OPol(ay), ou Yk € [2],

Pol(ay) € PTay, = Pla, 'Pol(al)//Pol(ao) et

pFa1P0l(CL1) POlp]I(CLl) Polpﬂ(ao) praOPOl<a0)
(%3) par hypothese d’induction.
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On en déduit que Pol(a) € PT'a. De plus
praPol(a) = 1pra,Pol(ag) = 1 Polpi(ag) = Polpi(a).

Proposition 3.36. : Soit a € P(G). Ecrivons pg(a) = (n,«, g). Alors on
a:
Mo(g)(Cell(|a])) = lg(a).

Preuve : Cela revient a montrer que si lg(a) = (¢, ...,Cn—1),0na
Vj € [m], g(Cell;(|al)) = ¢;. OnI’obtient par induction sur L(a).

Proposition 3.37. : La transformation naturelle p : P — w est cartésienne.

Preuve : 11 suffit de le montrer pour les fleches de la forme g : G — 1.
Notons v : P(G) — w(G) x P(I) le morphisme canonique. Montrons
w(I)

qu’il est bijectif.
surjectivité : Soit (a,a) € w(G) x P(I), ot a = (n,a,g). On pose
w(D)

a = gPol(a). On vérifie que a € P(G) etque v(a) = (a,a).
injectivité : Soit a € P(G). Posons pg(a) = a = (n,a, g). Alors
v(a) = (a,af) et donc a = |a[{lg(a)} = |a{Mo(g)(Cellla])} =

glal{Celllal} = gPol(|a]) = a].
(*) voir la proposition précédente.

D’ou I'injectivité de .
Théoreme 3.38. (voir [3]): P = (P, 7/, 1) est une monade cartésienne.

Preuve: : Car p: P — w estun morphisme de monades cartésien et w
est cartésienne.

Remarque 3.39. Maintenant que nous avons montré que p : P — w
était cartésien, on voit que, pour tout a € P(I), Pol(a) € PI'(a) est
completement caractérisé par les deux identités suivantes :

|Pol(a)] =a et praPol(a) = Polpi(a).
(Pour I'a voir la notation 3.35).

Proposition 3.40. : P = (Glob, U, P,L/), qui est une monade syntaxique
cartésienne, n’est pas pure.
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Preuve : Soient uy = (01(D) %0 100(2))30, (@) et u, = (100(2) %o
0:(2))00,(2) ou, rappelons le, par définition I(a) = ala. Clairement
ug,uy, € P(I), dim(uy) = dim(u,) =2 et dim(uq) = (1,0,0,1),
dim(u,) = (0,0, 1,1). Pour chaque G € |Glob| etchaque a € P(G) tel
que dim(a) = 1, notons ug(a) = Op(ug, (a,da,dya,a)) et
ug(a) = Op(uy, (Ba,dya, a,a)). On vérifie que uy(a),uy(a) € P(G) et
que,si a € P(I),ona uy % uq(a) et ug % ug(a), ou % est la relation

d’antériorité pour P. On voit aussi que uy et u, sont primitifs pour P.
Pourtant, lorsque a = 10y(@), on a ug(a) = u,(a). Mais uq # u, et
L(uq) = L(u,) > 1, ce qui prouve que P n’est pas pure.

4. La monade B

Introduction : A partir de la monade [P et des arbres feuillus on
construit la monade B. On donne ici les différentes étapes qui aboutissent
a sa construction. La monade concréte B est syntaxique. Sa cartésianité
et sa pureté demandant plus de technicité seront montrées dans la prochaine
section.

4.1 Le morphisme 7

On se place maintenant dans un cas particulier des conventions 1.21.

Conventions 4.1. : On fixe, cette fois, le langage (Sg,ar) donné par :
Se = {*»/p € N} U{A,O}.

ol ar(x,) =ar(d) =2 et ar(A) = 1. On lui donne :
- une structure chargée, en considérant I’application ch : Sy — N définie
par :

ch(*,) =0, ch(A) = -1, ch(0) = +1.

- une structure relativement dimensionnelle, en considérant

§(%p),0(0) : N> — N définies par :

d(*p)(z,y) =sup(p+1,z,y) et §(0)(z,y) =1+ sup(z,y) mais aussi
0(A) =1Idy:N— N.
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Pour chaque C € |[Ens| onnote A(C) = Arb(Sg(C),ar) et A/(C)
I’ensemble des a € A(C') qui sont feuillus pour (Sg(C),ar,ch).

Remarques 4.2. : 1) Les restrictions de ar et 6 a Sp C Sg correspondent
a leurs homologues de 3.1.

2) Comme pour le langage (Sp(C'), ar, §) le langage relativement dimension-
nel (Sg(C), ar, ) est croissant (voir la premiere partie, section 2).

Notation 4.3. : On construit maintenant, pour tout C' € |Ens|, une appli-
cation m¢ : A(C) — A’(C) par induction sur la longueur des arbres. Soit
a € A(C).

-Si a=c¢(@),0u ce€ C,onpose mc(a) = a.

-Si a = A(d), on pose mo(a) = me(d).

-Si a=ay %y ap ,onpose mc(a) = me(ar) *, me(ag).

-Si a = a;0ap , on pose mc(a) = me(ar)One(ap).

Remarque 4.4. : Clairement A’(C) C A(C) et la restriction de 7¢ a
A'(C) estI'identité.

Proposition 4.5. : Soit C' € |Ens|. Alors :

1) Ya € A(C), Inc(a) = l(a),

2) Va € A(C), lcﬂ'c(d) = lc(a),

3) mc estnaturelen C (Notons 7 : A — A’ la transformation naturelle
obtenue).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.6. : Soient C € |[Ens|, o € A(1) et n=[(a).
1) Soit aussi (ag, ..., an—1) € A(C)™. Alors :

moop(a, (ag, ..., an—1)) = op(m (), (Tcag, ..., TeGn_1).
2) Soit encore (cg, ..., c,—1) € C™. Alors :
mo(aleo, .oy eno]) = m(a)[co, ..., a1l
Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 4.7. : 7 : (A, n,u) — (A’,n, 1) est un morphisme de monade.
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Preuve : Pour I'identité 7.1 = .72, on utilise la proposition précédente.

Proposition 4.8. : Soient maintenant (C,dim) € |[Ens/N| et a € A(C),

alors :

1) Va € A(C), dimme(a) = dim(a),
(

2) VYa € A(C), dimmg(a) = dim(a).

s}

Preuve : Sans difficulté.

Notations 4.9. : Notons A (resp. A’ ) I’endo-foncteur de Ens/N défini
sur les objets par A(C, dim) = (A(C), dim)

(resp. A'(C,dim) = (A'(C),dim) ) et sur les fleches f: C — C,

A(f) = f: A(C) = A(C’) (méme chose pour A’).

La proposition précédente montre que VC = (C, dim) € |Ens/N|,

e+ A(C) — A'(C) est un morphisme de Ens/N (noté mc). Etant
naturel en C, on en fait une transformation naturelle notée 7 : A — A'.

Proposition 4.10. : Soit C = (C,dim) € |Ens/N|, a € AU(I) et
n=1(«a).

1) Soit aussi (ao, ..., an—1) € A(C)" tel que
dim(«) = (dim ay, ..., dim a,_1). Alors :

7cOp(a, (ag, ..., an—1)) = Op(mi(), (mcag, ..., Tcn_1)-

2) Soitencore (cg, ...,c, 1) € O™ tel que dim(a) = (dim ¢y, ..., dim ¢,_1).
Alors :
mc(adco, ..., cn1}) = m(a){co, .- Cn1}

Preuve : Résulte de la proposition 4.6.

Proposition 4.11. : 7 : (A, n,n) — (A,n, 1) est un morphisme de mo-
nade.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.12. : Soient a,b € A’U(I). Alors m(a ® b) = my(a)Omyp(b)
( pour la définition de a ® b voir notation 1.27).

Preuve : Résulte de la proposition 4.6.
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4.2 Les arbres 0%(a)

Notations 4.13. : Soient C € |Ens/N| et a € A/U(C) tel que

sym(a) = [. Ecrivons sa décomposition canonique (relativement dimen-
sionnelle) a = Op(«, (ag, ...,a,—1)) (voir définition 1.26). Comme « est
irréductible et que sym(a) = 0, il s’écrit @ = a1 ® ayp, ol

ar, a9 € ATU(T). Posons p = I(ay), n = I(a) (donc [(cg) = n — p).
Comme dim(a;) = (dim ay, ...,dim a,_;) et

dim(ay) = (dim a,, ..., dim a,_; ) (voir proposition 1.28 ), on peut poser :

d'(a) = Op(ay, (ag, ...,a,1)) et d°(a) = Op(ayg, (ap, ..., an_1)).

Remarque 4.14. : Lorsque C = [ et a est irréductible alors Vi € [2],
O%(a) = ay (et a = ).

Proposition 4.15. : 1) 0'(a),d°(a) € A/U(C). )
2) Pour tout f: C — C' dans Ens/N, f(0%a) = d"f(a).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.16. : Comme sym(a) = sym(«) = [, on peut écrire a =
b1Dbg et a = 51‘:‘50, ou bl, bo S AU((C) et Bl;ﬁ[) € AU(H) Alors :
bl = Op(ﬁlu (a’OJ L) ap71>) et bO = Op(ﬁo; (apa L) anfl))-

Preuve : Notons b} = Op(f, (ag, ..., ap,—1)) et

by, = Op(bo, (ap,...,an—1)).On montre que Vk € [2], |bx| = |b)| et
lo(br) = lc(b),). D ol les égalités by = b,

Corollaire 4.17. : Sous les mémes hypotheses et notations, soit k € [2].
Alors :
D) 1(0%a) = U(by),
2) lyc(9*a) = lyc(be),
3) L(0%a) = L(by) — l(aw).
Preuve : Sans difficulté.

Remarque 4.18. : Vk € [2], L(0%a) < L(a).
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Proposition 4.19. : Soit a € A’U(C) tel que sym(a) = [J. On pose

n = I(a) Soientaussi (by,...,b, 1) € A/U(C)" tel que

(dim by, ..., dim b,_;) = dim(a). Posons enfin & = Op(a, (b, ..., b,_1)) et
p=1(0"a). Alors :

9(a) = Op(D1a, (B, by 1)) et (&) = Op(0°a, (bys o, b 1)).

Preuve : On pose a' = Op(d'a, (by,...,b,—1)) et
a® = Op(8°a, (by, ...,b,—1)) et on montre que Vk € [2], |a*| = |0%(a)| et
lyc(a®) = lyc(0Fa). Donc a* = 9% (a).

Corollaire 4.20. : Soient o € A'U(I) tel que sym(a) = O, n = I(a).
Soient aussi (co, ..., c,—1) € U(C)™ tel que

dim(a) = (dim cq, ..., dim ¢,_ ). Posons

a = afcg, ..., Cn-1}. Alors 9'(a) = ' (a){co, ..., cp-1} et

(a) = (a){cp, ..., cn_1} o p=1(0"a).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.21. : Soit a € A’U(C) tel que a = a;0ag. Alors :
Vk € [2], nc0™(a) = mc(ar).
Preuve : Résulte des propositions 4.6,4.12 et 4.16.

Proposition 4.22. : Soit A € A”2U(C) tel que sym(A) = . Alors :

vk € (2], pyc(0"A) = 0" e (A).

Preuve : On utilise la proposition 1.20.

4.3 Domaine et co-domaine d’un arbre feuillu

Notations et définitions 4.23. : Pour chaque p € N, posons

i, =0,(2)©0,(2).Ona i, € AfU(I) et dim i, = p+ 1. Soit maintenant
C dans |Ens/N| et a € A/U(C) tel que dim(a) = p. Alors

dim(i,) = (dim(a),dim(a)) et donc, on peut poser I(a) = Op(i,, (a,a)).
Ona I(a) € AJU(C) etdim I(a) = p + 1. On définit ensuite 1"(a)
par induction sur 7, en posant 1°(a) = aet 1"(a) = I(I"(a)). Alors
Vn €N, I"(a) € A’U(C) etdim I"(a) = n + p.
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Proposition 4.24. : Soit a € A’U(C), alors Vk € [2], 0*1(a) = a.
Preuve : Sans difficulté.

Notations et définitions 4.25. : Soient maintenant G € |Glob|, p € N
et k € [2]. Pour chaque a € A/U(G) on construit 0%(a) de la fagon
suivante :
Notons n = dim(a).
-Si n < p,onpose J(a) =1""(a).
-Si n > p, on définit 8’“(@) par induction sur L(a).
.Si a=c(@),0l ce€ U(G) on pose 0 (a) = df(c)(2).
. Si a = aj x4 ap, alors :
st p < q, 95(a) = Oy(ay),
wsiop>q, OF(a) = 0% (ar) xq 95 (ap).
.. Si sym(a) = O, alors 9% (a) = 050" (a).

Proposition 4.26. : Soient G € |Glob| et a € A/U(G), k € [2] et
p e N.

)a) Pour tout k € [2] et p e N, 9%(a) € ATU(G),

b) dim 9} (a) = p.

2) Soient g : G — G’ un morphisme d’ensembles globulaires, alors :
a) g(I(a)) = 1g(a).

b) Vp e N, Vk € 2], §d}(a) = 05g(a).

3)a) mygl(a) = Inyg(a),

b) Vp € N,Vk € [2], mycdsi(a) = dfmyc(a).

4) Soit A € AT2U(G). Alors :

a) puucl(A) = luyc(A),

b) Vp € N,Vk € [2], pycdy(A) = 95 puc(A).

Preuve : Essentiellement, par induction sur la longueur des arbres.

4.4 Les monades A9 et A°

Notations et définitions 4.27. : Soit G € |Glob|. On construit les parties
AI(G) et A°(G) de A'U(G) par induction sur la longueur des arbres.
Soit a € A’U(G). On pose n = dim(a).

-Si a=c(@),ou ceU(G),alors a € AY(G) et a € AYG).

-Si a = ayxpap (danscecas p < n),alors a € A9(G) (resp.a € A°(G)),
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ssi ap,ag € AY(G) (resp. ar, a9 € A%(G)), Vk € [2], dim(ax) = n et
) (ar) = d,(ao).

-Si sym(a) =, alors a € AY(G) (resp. a € A(G)) ssi

(a),d"(a) € AY(G) (resp. d'(a),d(a) € A%(G)), d*(a)//d"(a) et, pour
I’appartenance a2 A°(G), myg(a) € P(G).

Remarque 4.28. : Clairement ona A°(G) C A9(G).

Proposition 4.29. : 1) Va € A9(G) (resp. a € A(G)), I(a) € AY(G) (resp.
I(a) € A%(G)).

2) Vp € N\Vk € [2],Va € AI(G) (resp. a € A(G)),

p < dim(a) = 9F(a) € AY(G) (resp. € A°(G)).

3) Vp,p' € N\Vk, k' € [2],Va € AY(G),

p<p <dim(a) = 950K (a) = 0¥(a).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2) et le (3), par induction sur
L(a).
Corollaire 4.30. : (A%(G), dim, (0}, 9))pen) est un ensemble globulaire,
noté AY(G), et (A°(G),dim, (0}, 99)pen) est un sous-ensemble globulaire
de A9(G), noté A(G).

Proposition 4.31. : Soit g : G — G’ une fleche de Glob. Alors :

1) Va € A9(G) (resp. a € A°(G)), g(a) € AY(G') (resp. € A°(G')),

2) Les restrictions de ¢ a AY(G) — AY(G') eta A°(G) — A°(G’') sont
des morphismes d’ensembles globulaires.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Proposition 4.32. : 1) Soit a € A/U(G). Alors on a les implications sui-
vantes :

a) a € A9G) = myg(a) € A9(G),
b) a € A%(G) = mygla) € A¢(G)
2) Les restrictions de mpg a AY(G) — AY(G) eta A°(G) — P(G) sont
des morphismes d’ensembles globulaires. On note chacun d’eux 7g .

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a).
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Proposition 4.33. : Soit m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires.

1)Si a' € AU(G') esttel que m(a’) € AI(G) (resp. € A%(G)) alors

a' € AY(G’) (resp.€ A°(G)).

2)Si a € AY(G) (resp. € A°(G)) est tel que lygy(a) C m(UG'), alors il
existe un unique o’ € A9(G’) (resp.€ A°(G’)) tel que m(a') = a.

Preuve : Pour le (1) par induction sur L(a). Le (2) résulte du (1).

Proposition 4.34. : Soit a € AY9(G). Alors, pour tout k € [2] et p € N tel
que p < dim(a),ona:

L@;;(a) < L(a).
Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 4.35. : 1) VA € UA%(G) (resp. € UA?(G) ),

wyic(A) € AI(G) (resp. € A°(G)) ou 1z désigne les inclusions de
AI(G) et A%(G) dans A’U(G). Onnote pg chacune des restrictions de
ppe & UA%(G) = UAY(G) eta UAZ(G) — UA(G).

2) ug : A%(G) — AI(G) et pg : A?(G) — A%(G) sont des morphismes
d’ensembles globulaires.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Remarques 4.36. : 1) Les applications g — ¢ de AY(G) — AY(G') et
de A°(G) — A°(G’) sont fonctorielles. On note A9 et A° les deux
endo-foncteurs de Glob obtenus.

2) Les restrictions de 7y, : U(G) — ATU(G) a U(G) — A9(G) eta
U(G) — A°(G) sont des morphismes d’ensembles globulaires de

G — AYG) etde G — A%G). On note chacun d’eux 7). Les mor-
phismes 7 sont naturels en G. On obtient des transformations naturelles,
notées 7, de Idgi, — AY etde Idg., — A°.

3) De méme les morphismes g de A%(G) — A9(G) etde

A%(G) — A%(G) sont naturels en G. Onnote u chacune des transforma-
tions naturelles A9 — A9 et A2 — A°.

4) Les morphismes 7 de AY(G) — AY9(G) etde A°(G) — P(G) sont na-
turelsen G. Onnote 7 chacune des transformations naturelles A9 — A9
et A°— P.
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Proposition 4.37. : 1) (A%, n, 1) estune monade sur Glob.
2) (A mn, ) estune sous-monade de (A9, 7, u).
3) m: A9 — AY et m: A° — P sont des morphismes de monades.

Preuve : Pour le (1) et le (2), cela résulte de la section 3 de la premiere
partie, et pour le (3), cela résulte de la proposition 4.11.

Proposition 4.38. : (Glob, U, A%, n, u, L) et (Glob,U, A% n, u, L) sontdes
monades concretes syntaxiques.

Preuve : Résulte de la section 1 de la premiere partie.

4.5 La monade B

Notations et définitions 4.39. : Soit G € |Glob|. On construit

AY(G) c A’U(G) par induction sur la longueur des arbres. Soit

a € AJU(G). On pose n = dim(a).

-Si a=c(@),on c € U(G),alors a € A*(G).

-Si a = a; *x, a9 (dans cecas p < n), alors a € A’G) ssi
a1, a0 € A(G), Vk e [2], dim(ay) =n et 9(ar) = 8} (ao).

-Si sym(a) = O, alors a € A*G) ssi 9%(a),d%a) € A*G) ,
' (a)//d°(a); de plus :

..si a estirréductible, 7 (a) € P(G),

..si a n’estpas irréductible, notons Op(«, (ao, ..., am—1)) la décomposition
canonique de a (voir la définition 1.26), on demande que « € A’(T),

Vj € [m],a; € A°(G) et afag,...,am—1} € APA%G).

Remarque 4.40. : On aurait aimé demander que a{ao, ..., a,,_1} soit dans
(A%)?(G), mais ce n’est pas encore possible car on n’a pas encore montré
que A®(G) a une structure d’ensemble globulaire (voir la proposition 4.46).

Proposition 4.41. : Ona A%(G) C A%(G).

Preuve : Par induction sur la longueur des arbres. Soit a € A®(G). Pour
montrer que 7g(a) € P(G) lorsque sym(a) = O et a n’est pas
irréductible, on procéde comme suit : Ecrivons Op(a, (ag, ..., @m-1)) la
décomposition canonique de a. On a

nc(a) = Op(ma, (7gag, ..., Tcam-1)) = pc(m(a){rgao, ..., Tgam-1}) =
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pem(m(a){ag, ..., am-1}). Or a{ag,...,am-1} € A°A°(G) (par hypothese
d’induction) donc m(«){ag, ..., am_1} = Tacg(afao, ..., am_1}) dans
UPA4G) etalors 7ig(mr(a){ag, ..., am-1}) € UP*(G). Ainsi

nc(a) € P(G).

Proposition 4.42. : 1) Va € A*(G), 1(a) € A*(G).
2) Vp €N, Vk € [2],Va € A*(G), p < dim(a) = 95(a) € A%(G).

Preuve: (1) Ona sym(I(a)) = 0O, Vk € [2], O*I(a) = a € A*(G) et
9'1(a)//9°1(a) De plus :
-si I(a) estirréductible, mgl(a) = Ing(a) € P(G),
-si I(a) n’est pas irréductible, comme Op(i,, (a,a)) estla décomposition
canonique de 1(a), ou i, € A*(I), a € A%G) et iy{a,a} =1(a(D))
dans A A¢(G) (car I(a(2)) est irréductible), on a toujours I(a) € A°(G).
(2) On le fait par induction sur L(a) (Lorsque sym(a) = [J, on remarque
que 0 (a) = 959" (a)).
Corollaire 4.43. : (A*(G), dim, (0},3%),en) est un sous-ensemble globu-

PP

laire de A°(G). On le note B(G).

Proposition 4.44. : Soit g : G — G’ une fleche de Glob. Alors :
1) Va € A*(G), g(a) € A*(G),
2) §: B(G) — B(G’) estun morphisme d’ensembles globulaires.

Preuve : Le (1) se fait par induction sur L(a). Lorsque sym(a) =[] ou
a mn’est pas irréductible, écrivons Op(a, (ao, ..., am-1)) la décomposition
canonique de « alors celle de g(a) est Op(a, (gag, ..., Gam—1)), ol
a € A1), Vj € [m], g(a;) € AY(G') et
a{gao, ..., jam—1} = gla{ag, ...,am-1}) € A*A(G) (les deux, par hy-
pothése d’induction). Donc gG(a) € A’(G’). Les autres cas sont sans diffi-
culté. Le (2) est immédiat.

Proposition 4.45. : Soit m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires.

1)Si o € AU(G') esttel que m(a’) € A*(G) alors o' € A*(G').

2)Si a € A*(G) esttel que ley(a) C m(UG’). Alors il existe un unique
a € AYG') tel que m(a') = a.
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Preuve : Le (1) se fait par induction sur L(a’). Lorsque sym(a’) = O, out
a’ n’est pas irréductible, Ecrivons Op(a, (aj, ...,al,_;)) la décomposition
canonique de a'. Alors, comme Op(a, (Thay, ..., ma,, ) estla décompo-
sition canonique de M (a’), on en déduit que o € A°(I) et Vj € [m],
a; € A*(G') (par hypotheése d’induction) et comme
m(a{d),...,a’, }) = ofmal, ..., mad,, |}, onaaussiafa), .. a, |}
dans A’ A°(G) (par hypotheése d’induction).
Le (2) résulte du (1).

Proposition 4.46. : Soit a € A°(G), ou sym(a) = [J. On suppose que
Op(a, (ag, ..., am—1)) estla décomposition canonique de a. Alors on a :
a e A1), Vj € [m], a; € A*(G) et a{ag,...,am-1} € A’B(G).

Preuve : Essentiellement car Igacgy(a{ao, ..., Gm-1}) = {ao, ..., am-1}
qui est contenu dans A°(G).

Proposition 4.47. : 1) VA € A°B(G), upgic(A4) € A°(G) (ou 15 est
I'inclusion de A%(G) dans A¢(G)). On note encore

ug : A’B(G) — A%(G) larestriction de pug : A°A°(G) — A%(G).

2) pg : B*(G) — B(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.

Preuve : Le (1) se montre par induction sur L(A). Lorsque

sym(a) =0 et pygic(A) n’est pas irréductible, écrivons A’ = ig(A) et
sa décomposition canonique Op(a, (Aj, ..., A),_;)). Alors

Op(a, (LucAp, -, tucA,_;)) estladécomposition canonique de g (A’),
ot a e A'I), Vj € [m], puc(A;) € A*(G) (par hypothese d’induc-
tion) et a{uucAy, ..., pucAL,_1} = fvc(a{Ay, ..., AL, _1}) qui est dans
AP A(G).

Remarque 4.48. : Comme en 4.36, on obtient un endo-foncteur B de

Glob et des transformations naturelles 7 : Idg, — B et u: B> — B.

Proposition 4.49. : 1) B = (B,n, ;) est une sous-monade de (A, 7, i).
2) (Glob,U,B, L) estune monade concréte syntaxique.
3) m: B — P est un morphisme de monades.

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la premiere partie, le (2) de
la section 1 de la premiere partie, et pour le (3), le morphisme 7 est la
restriction de son homologue de A — P.
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5. La monade de Batanin

Introduction : Le but de cette section est de montrer que B est la
monade de Batanin. Pour cela, nous allons montrer successivement que B
est cartésienne puis qu’elle est pure. La cartésianité de B se montre en
plusieures étapes apres avoir introduit les concepts de polarisation de niveau
1, comme on I’a fait pour P, puis de niveau 2.

5.1 Polarisation de niveau 1

Convention 5.1. : A partir de maintenant si M est un endo-foncteur de
Glob on écrira”a € M(G)” aulieude "a € UM (G)”.

Notations 5.2. : 1) Soit a € A°(T). On pose Pol(a) = a{Cellr(a)} (ot,
pour simplifier, on note 7 = 7y : A°(I) — P(I) etou Cell(—) est défini
au 3.31).

2) Lorsque G € |Glob|, on note b la transformation naturelle composée
suivante :

AL Ph o

3) Quand a € A°(I) on écrit b(a) aulieude by(a) (pour la notation «
voir au 2.29). o

Proposition 5.3. : Soit a € A°(I). Alors :
1) Pol(a) € A(T'b(a)).

2) Ty Pol(a) = Pol w(a).

3) |Pol(a)| = a.

Preuve : Immédiat.

Proposition 5.4. : Soit a € A(I).
1) On suppose que sym(a) = 0. Alors Vk € [2], 0*Pol(a) = Pold*(a).

2) Vpe N,Vk € [2], p < dim(a) = 95Pol(a) = db(ba)Poldk(a).
3)Ona Pol(a) € ATb(a) .

Preuve : (1) Ecrivons a = a,0ag. Alors
Ok Pol(a) = 0% (a{Cellr(a)}) = 8*(a){Cellr(az)} = *(a){Cellr(d*(a)}
= Pol 9*(a).
(2) Par induction sur L(a). On s’inspire de la preuve de la proposition 3.34.
(3) Méme induction. On s’inspire ici de la proposition 3.35.
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Proposition 5.5. : La transformation naturelle b : A° — w est cartésienne.

Preuve : On le vérifie sur les fleches de la forme !¢ : G — 1. La encore,
on s’inspire de la preuve de la proposition 3.37.

Corollaire 5.6. : 1) A° est une monade cartésienne.
2) w: A — P est cartésien.

Preuve : (1) car b est un morphisme de monade qui est cartésien et w
est une monade cartésienne.
(2) car p et b sont cartésiens.

Remarque 5.7. On voit, comme a la remarque 3.39, que pour tout
a € A°(I), Pol(a) € ATb(a) estcompleétement caractérisé par les deux
identités suivantes :

|Pol(a)| = a et bryayPol(a) = Polby(a).

puisque b: A° — w est lui aussi cartésien.

5.2 Polarisation de niveau 2
5.2.1 Pour w

Notation 5.8. : Soit A € w?(I), on pose a = uy(A) € w(l). Comme
Pol(a) € wl'(a) et que w(!)Pol(a) = a = py(A), on en déduit, grace a la
cartésianité de p : w? = w, qu’il existe une unique cellule, notée

Pol*(A) € w’T' () telle que :

w?(N Pol*(A) = A et puraPol*(A) = Pol(a) = Poluz(A).
1

Remarques et notations 5.9. : 1) On a dimPol?(A) = dim(A) et
Pol*(A) = A.

2) Notons poly = gpyzea : ['(A) — wl'(a) la fleche de Glob (ou la
notation g, est définie en 2.29). Alors, grice a (1;), on a I’identité :

g4 = (N(4) 24 wT() “5 w(I).

3) Pour tout ¢ € I'(A), pola(c) = ga(c) (grace a (I)). Notons enfin
d4(¢) = Gpota(e) : I'(galc)) = I'(a) lafleche de Glob.
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5.2.2 Pour A°

Notation 5.10. : Soit A € A°(I). Posons a = py(A) € A%(I). Comme
Pol(a) € ATb(a) et que A°(1)Pol(a) = a = ui(A), on en déduit, grace
a la cartésianité de p : A? — A (voir le corollaire 5.6), qu’il existe une
unique cellule, notée Pol?(A) € A?Tb(a), telle que :

AZ(Pol?(A) = A et purpa)Pol*(A) = Pol(a) = Poluz(A)

Proposition 5.11. : On a lidentité : by, Pol*(A) = Pol*b(A).

Preuve : Soient U = Pol’bf(A) et V = bfy, Pol*(A). On remarque
qe ()(U) = B(A) = POV) et pryo(U) = Polbyp(A) =
pirp(ay (V). Onen déduit que U =V car p:w? — w est cartésien.

Remarque 5.12. : On a la composition des carrés cartésiens suivants dans
Glob :

2
bacTb(a wbp bTe(a)

A2Tb(a) 2280w ATh(a) —= w2Tb(a) A2Tb(a) - w2Tb(a)

AC2(!)l LMAC(!) le(!) = AC2(!)l loﬁ(!)

c2 c 2 c2 2
A(T) o wA(D) v (I A“(I) ——w?(I)
car b est cartésienne (voir la proposition 5.5) et w commute aux

produits fibrés. De ce fait Pol?(A) peut étre caractérisé par les identités
suivantes :

AP (Pol*(A) = A et by Pol*(A) = Pol’b7(A).

Proposition 5.13. : On a I'identité Pol*(A) = 74 Pol(]A]) ou
va : I'b(|A]) = ATb(a) estlafleche de Glob définie, pour tout
c € T'b(|A]), par

va(c) = dp(c)Polgg:/(c) ot B =0b3(A) et B =byg(A).
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Preuve : - Commengons par utiliser, dans le carré composé de la re-
marque précédente, la cartésianité du carré de droite. Comme
W2 Pol?b?(A) = b (A) = w(br)bac1(A), il existe une unique cellule, notée
Ga € wATD(a) telle que w(bry))(Ga) = Pol?b7(A) et
WA (1)(Ga) = baer(A). On constate que G4 = (dim(A),b(|A]), v4)-

(x1) Grace a la preuve de la proposition 5.5.

- Toujours dans la remarque 5.12, on utilise ensuite la cartésianité du carré
de gauche ou plut6t la cartésianité du carré suivant :

bAcTb(a)

A®Tb(a) —= wATb(a)
AC(!)L lwm
A(I) —— w(I)

Comme b aerp()Pol*(A) = Ga et A°(!)Pol?>(A) = | Al. Cela implique
que Pol*(A) ~ FaPol(|A]).

Proposition 5.14. : Notons, pour tout j € [lA], ¢/ = d2(4)Cellm(|A]).
Alors, on a les identités suivantes, ot m = [(A) et
(ao,...,am_l) = lAC]I(AZ: R
1) Pol(a) = Op(|A], (0"Pol(ay), ..., 0™ " Pol(am-1)))-
2) Pol*(A) = |A|{0"Pol(ap), ..., 0™ *Pol(am-1)}-
Preuve : (2) Ona Pol?(A) = Y4 Pol(|A]) =
ya(JA|{Cellgr|A], ..., Cell,,_17|A|}) =
|A[{~vaCellgm|A], ..., vaCell,,_1 7| A| } =
|A|{6°Pol(ay), ..., Sm_lpgl(am_l)}. 5
(x1) Car v4Cell;m| Al = 67PolgsCell;m|A| = 8Pol(a;).
(*2) Voir proposition 3.36
(1) Ona Polyy(A) = prpa)Pol?(A) =
HTb(a) (’A‘{(SOPOKG()), ceey (5m_1730l(am,1)})

Op(JA], (3°Pol(ag), ..., 6™ ' Pol(am-1))).
(x3) Voir proposition 1.20.

3

Théoreme 5.15. : Soit a € B(I), alors Pol(a) € BT'b(a).
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Preuve : Par induction sur L(a). Lorsque sym(a) = et a n’est pas
irréductible, on note Op(«, (ao, ..., am—1)) la décomposition canonique de
a. Posons
A = afag, ..., am-1}. Alors A € BA(I) € A?(I), w(A) =a etonala
décomposition canonique 3
Pol(a) = Op(a, (0°Pol(ap), ..., 0™ *Pol(am-1))), ob a € B(I),

Vj € [m], 6'Pol(a;) € BTb(a) (car, par hypothése d’induction,

Pol(a;) € BTb(a;) ) et a{d®Pol(ag), ..., 0™ "Pol(am_1)} = Pol?(A)
dans BATb(a) (car Pol*(A) = 4Pol(a) ot Pol(a) € BI'b(a), par
hypothese d’induction). Les autres cas ont été essentiellement traités a la
proposition 5.4 (3). D’ou la conclusion voulue.

Corollaire 5.16. : 1) La transformation naturelle b : B — w est cartésienne.
2) m: B — P est cartésienne.
3) B est une monade cartésienne.

Preuve : On procede comme aux propositions 5.5 et 5.6.

5.3 Pureté de B

Remarque 5.17. : Au lieu de ”Pureté de B’ on aurait ddi, plus correctement,
écrire "Pureté de (Glob, U, B, L) ”, qui est une monade concréte syntaxique
cartésienne.

Proposition 5.18. : Soient G € [Glob|, a € A/(I), m = I(a) et
(bo, .., 1) dans A7 (G)™ tels que dim(a) = (dim by, ..., dim b,,_1).
Si Op(a, (bg, ..., bm—1)) € B(G) alors Vj € [m],b; € B(G).

Preuve : Par induction sur L(a). Posons déja a = Op(a, (bg, ..., by—1)).
-Si a = 0,(9), c’est immédiat.
-Si a = a; *, ag, posons Vk € [2], my = l(ar), By = (bo, ..., by 1) €t
By = (b, ey byn—1). On voit que @ = Op(ay, By) *, Op(ag, By). Donc
Vk € [2], Op(ax, Bx) € B(G). Alors, grace a I’hypothése d’induction on
obtient la conclusion voulue.
- Si sym(a) = O alors, quand a est irréductible, Op(a, (bo, ..., bm—1)) est
la décomposition canonique de @ € B(G). Donc Vj € [m],
b; € B(G). Quand @ n’est pas irréductible, soit Op(«, (ag, ...,a,-1)) la
décomposition canonique de a. Alors la décomposition canonique de a est
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Op(a, (Op(ag, Bo), ..., Op(ay_1, B,—1))) ou B; = (b b—_,) avec

ERERT
i=> L (a;). Donc, par hypothése d’induction Vj € [q],

Op(a;, B;) € B(G) et donc, a nouveau par hypothese d’induction, on a la
conclusion voulue.

Proposition 5.19. : Soit (a,b) € B(I)* et n = l(a). Alors :
a<b < Fbe A", b=0p(a,b) et a{b} € B*(I).
B
Preuve : (<) Onpose B = a{b}. Alors B € B*(I), uz(B) = b et
|B| = a.
(=) Soit B € B*(I) telque pur(B) =b et |B| =a.Onpose b= lp(B).
Alors b= Op(a,b) et a{b} = B € B*(I).

Proposition 5.20. : Soit a € B(I).

1) Si sym(a) = %, et n = dim(a), alors on a I’équivalence suivante :
a est primitif ssi a = 0,,(2) x, 0,,(2).

2) Si sym(a) = [, alors on a I’équivalence suivante :

a est primitif ssi a est irréductible.

Preuve : Pour le (1) et le (2) ce sont essentiellement les mémes preuves
que leurs homologues dans les sections 3 et 5 de la premiere partie.

Théoreme 5.21. : (Glob, U, B, L) est pure.

Preuve : Soit a € B(I) tel que L(a) > 1. Posons n = dim(a).
-Si sym(a) = *,. On écrit a = a1 *, ag. Posons a = 0,(D) %, 0,(D).
Alors a = Op(a, (ai,ag)) et afar,ap} € B*1). Donc a < a ol « est
primitif. L’unicité est immédiate.
-Si sym(a) = 0. Soit Op(«, (ag, .., am-1)) la décomposition canonique
de a. Alors a < a ot «a € B(I) est primitif. L’unicité résulte de la
proposition 1.25.

5.4 La catégorie ‘B

Notations 5.22. : w = (w,n, 1) étant la monade des oo-catégories strictes
sur Glob, posons, pour tout m € N, 0, = n(0,,) € w(l), pour tout
m,p € N tels que m > p, 0, = 0m 0, 0, et 07 = 0y, On pose ensuite :

Cp = {07"/(m,p) € N*,m > p}.
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Remarques 5.23. : C est un sous-ensemble globulaire de w(ll). (Cg,?),
ou 2 : Cp — w(I) est'injection canonique, peut étre vu comme une
collection sur w. On pointe cette collection en considérant la restriction de
m a I — Cg, dans Glob.

Notations 5.24. : Soit maintenant (C,7) une collection quelconque sur w.
On pose :

C ={(z1,m0) € C x C) a1/]xo , w(x1) = 7(x0)}.

ou x/ Jxo signifie

1) dim(x;) = dim(zo) (notons m = dim(z;) = dim(zy) ) et
2) m=0 ousi m >0, Vk € [2], 0F _ (x1) =% (o).
Cette définition differe 1égerement de z;//x, donnée dans 3.8).

Définition 5.25. :(Rappel - voir [1]) 1) Une contraction sur la collection
(C,7) est une application Cr : C — C (onnote [zy,z0] = Cr(x1,z0))
vérifiant les conditions suivantes :

(cl) dim[zy, z0) = 1+ m (ot m = dim(z;) = dim(xy)),

(c2) Vk € 2], OF |21, 2] = x4,

(€3) m[x1, o] = (1) = ww(z0).

2) Une collection contractile est un triplet (C,7,Cr) ou (C,m) est une
collection sur w et Cr une contraction sur (C, 7).

3) Un morphisme de collections contractiles ¢ : (C,m, Cr) — (C', 7', Cr’)
est un morphisme de collections (c.a.d. une fleche de Glob/w(I) ) qui vérifie
en plus :

(1, 20) € C, [g(21), g(w0)] = glz1., o).

Proposition 5.26. : (B(I), by, Cr) est une collection contractile (oit
Cr(ay,ap) = a1 ® agp - voir notation 1.27).

Preuve : Remarquons déja que dans B(I),ona a1//ay < ay//ag
(car dim(a) =0 <= a = 0y(2) ). Prenons maintenant (a,,ao) € B(I),
alors [ay,a9] = a1 ® ag € B(I) (on le voit facilement car Vk € [2],
OFlay,a0) = ap et [ay,ap] est irréductible). Le fait que C7r est une

contraction se vérifie sans difficulté.

Notation 5.27. : Notons maintenant ‘B la catégorie qui a :
- pour objets, les données M = (M, Cr,¢) ou:
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. M= (M,n,u) estune monade sur Glob,

. m:M — (w,n, ) estun morphisme de monades qui est cartésien.

... Cr estune contraction sur la collection (M (I), ),

. ¢:Cp — M(I) estun morphisme de collections pointées sur w ( c.a.d.
que c est un morphisme dans Glob tel que m.c =1 et c.ag| = n, ou 7|
est larestrictionde 7 a I — Cp);

- pour fleches m : M — M’ , la donnée d’une transformation naturelle :
m: M — M’ telle que :

. m:M — M’ estun morphisme de monade,

. Tom =,

. my : (M(I), m,Cr) — (M'(I), 77, Cr’) est un morphisme de collections
contractiles,

. mpc=c.

Proposition 5.28. : B = (B, b,Cr,c) estunobjetde B ou c: Cp — B(I)
est donné par c(0)') = 0,,(D) % 0,,(D) si m > p et c(0) = 0,,(2).

Preuve : 1l reste seulement a vérifier que ¢ est un morphisme de collec-
tions pointées sur w ce qui se fait sans difficulté.

Notations 5.29. : Fixons maintenant M € |[*B| et soit G € |Glob|,

m,p € N tels que m > p. Pour chaque (z1,79) € M(G)* tel que
dim(z;) = dim(zo) = m et 9)(z1) = J,(x0), ona

w('ve) (e (1) op nuc(ro)) = 070 = mi(c(0})). Alors, comme 7 est
cartésien, il existe une unique cellule, notée (z1,7¢) € M?*(G) tel que
Tme{T1, o) = Nue(T1) op Muc(zo) et M(!ye) (w1, v0) = c¢(05). On pose
ensuite 1 0, xg = pig(r1, x0) € M(G).

Proposition 5.30. : 1) 7g(x; 0, 29) = me(21) 0p TG (20).

2) dim(xy o, o) = m.

3) Soit ¢ € N tel que g < m. Alors :

-si ¢ < p, 05(x1, o) = NucOl (k) et 0k (1 0p xg) = (),

-si g > p, O (w1, x0) = (OFxy,0hxo) et OF (w1 0px0) = OF (1) 0 O (20).
4) Soit g : G — G’ un morphisme de Glob. Alors :

M?g(z1, o) = (Mg(x1), Mg(w0)) et Mg(z10,20) = Mg(x1)0, Mg(wo).
5) Soient X, Xy € M%(G) tels que dim(X;) = dim(X,) =m > p et
AM(X1) = 9}(Xy), alors :

Mpg (X1, Xo) = (ueX1, 16 Xo) et pe(Xi op Xo) = pg(X1) 0p pg(Xo).
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6) Soient p,m € N tels que p < m. Alors :
(M1(01m), m(0mm)) = Mnr.c(07) et mu(0) 0 mi(0m) = c(07).
Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.31. : Soient M, M’ € |B| et m : M — M’ une fleche de

B. Alors, pour tout G € |Glob|, tout (xq,z5) € M(G)? tel que

dim(z;) = dim(zo) =n > p et J)(x1) = I, (o), ona:

mZ(x1,z0) = (mg(x1), mg(z0)) et mg(z1 o) o) = mg (1) o, mg (o).
Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.32. : Soient G € |Glob| et a;,ap € B(G) tels que
dim(ay) = dim(ag) =m > p et 9Y(a1) = I, (ap), alors :
<CL1, CLO> = 773@(&1) *p 7]3@((10) et aq Op apg = a1 *p agp.

Preuve : Sans difficulté.

5.5 Matériel pour induction

Remarque 5.33. : Notre but est de montrer que B = (B,b,Cr,¢) est un
objet initial de ‘B. Or, étant donné un objet M de ‘B, pour construire
I’unique fleche v : B — M, il nous faudra faire une induction et pour
ce faire nous aurons besoin d’un certain matériel que nous allons préciser
maintenant.

Notation 5.34. : On commence par définir, trés généralement (c.a.d. dans
les mémes conventions qu’a la section 3 de la premiere partie), pour tout
C € |Ens|, une nouvelle “longueur” sur A?(C). Soit A € A?(C), alors :
-si A=a(@),0ou a € A(C),onpose L'(A) =L(a).

-si A=s(Ag,..., A1), 00 m = ar(s) > 1, alors

L'(A) = supjepn L' (4)).

Proposition 5.35. : Soit A € A%(C). Alors :
1) L/(A4) < Luc(A),
2) On a I'implication suivante :

L/(A) = LMC(A) = A= nAc,uc(A>,
3)si n=1(A) et (ag,...,a,_1) = lac(A), on a I’identité suivante :

L'(A) = sup L(ay).

J€[n]
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Preuve : Par induction sur L(A) .

Proposition 5.36. : Soient C € [Ens/N|, a € UA(I), n = I(a) et
(Ag, ..., A1) dans UA*(C)" tels que dim(a) = (dimA,, ...,dimA4,, ;).
Posons A = Op(a, (Ao, ..., Ap_1)). Alors :

L'(A) = sup L'(A;).

S
Preuve : Par induction sur L(«).
Proposition 5.37. : Soient G € |Glob| et A € UA%(G). Alors :
Wk € [2,¥p €N, p < dim(4) = L'05(A) < L/(A).

Preuve : Par induction sur L(A). On commence par montrer que
L/O%(A) < L/(A) si sym(A) =0

Notation 5.38. : Soient G € |Glob| et n,m € N. On pose :
B|mM(G) ={a € B(G)/ L(a) < n, dim(a) < m}.

Proposition 5.39. : 1) VG € |Glob|, Vn,m € N, B|"(G) € |Glob|.

2) Pour toute fleche ¢ : G — G’ de Glob, on a la factorisation

g : B|"™(G) — B|"(G') dans Glob. En faisant varier g on obtient un
sous-endofoncteur, noté B|", de B.

Preuve : Le (1) résulte de I'inégalité L% (a) < L(a).Le (2) estimmédiat.

Proposition 5.40. : Soit A € B?(G). On a I’implication suivante :
Si L'(A) <n et dim(A) <m alors A € B(B|")(G).

Preuve : Notons (ag, ..., a,-1) = [pg(A). Alors on voit que
Vj € [p], a; € B|"(G) etdonc A € BB|"(G) (On utilise la proposition
4.45 (2)).
Notation 5.41. : soient G € |Glob| et n,m € N. On pose :

B*"(G) = {A € B*(G)/ Lug(A) < n, dim(A) < m}.

-57-



J. PENON PURETE DE LA MONADE DE BATANIN

Proposition 5.42. : 1) VG € |Glob|,Vn,m € N, B?|™(G) € |Glob|.

2) Pour toute fleche g : G — G’ de Glob, on a la factorisation

g : B*™(G) — B?|™(G') dans Glob. En faisant varier g on obtient un
sous-endofoncteur, noté B?|™, de B?.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.43. : Soit A € B3(G). On a I'implication suivante :
Si L'Bug(A) <n et dim(A) <m alors A € B(B*")(G).

Preuve : On procede comme a la proposition 5.40.

Proposition 5.44. : soient G € |Glob| et n,m € N. Alors :
1) ug se factorise par B%|™(G) — B|"™(G). On la note pg|™.
2) (B*[7)(G) C (BI)*(G).

Preuve : Pour le (2), on utilise le fait que VA € B?|™(G),
L'(A) < Lug(A) et L(A) < Lug(A).

5.6 Construction de u

Remarque 5.45. : Soit M = (M, w, Cr,c) € |B|. Pour trouver la fleche

u : B — M, on construit, pour chaque G € |Glob|, une famille d’applica-
tions

(ully © B[i"(G) — M(G))@mmnen2 qui doit satisfaire les conditions sui-
vantes :

(HO) Pour tout m,m’,n,n’ € N tels que m’ <m et n’ <n alors ul
est la restriction de u;;,

(H1) ult. : B|""(G) — M(G) est un morphisme de Glob,

(H2) ul. estnaturel en G (on note u" : B|™ — M la transformation
naturelle obtenue),

(H3) Onalidentité 7.u = b (ou b : Bl — w est larestriction de
b),

(H4) Onalidentité¢ pc.M (ung).uls.ing = ung-(4cly') (ou

im. - B2™(G) — (B|™)%(G) est I'injection canonique et G = B|™(G)).
Cette famille se construit par induction sur m + n.
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e casou n=1:
Soit a € B|7"(G). On peut écrire a = ¢(&) ou c¢ € U(G). Dans ce cas
on pose uj(a) = ng(c) (ou n : Idge, — M). On vérifie facilement les
conditions de (HO0) a (H4).

e casou m=20:
On remarque que B|%(G) = B|{(G). Alors on peut poser u’; = ul. les
conditions demandées sont donc encore vérifiées.

e casou m>0et n>1:
Soit a € B|'(G).
-Si L(a) +dim(a) < n+m alors a € B|" (G) ou m' = dim(a) et
n' = L(a). Alors on pose u%(a) = u7(a).
-Si L(a) +dim(a) =n+m alors L(a) =n et dim(a) = m.
. Si a = ay *, ay alors, pour tout k € [2], dim(ax) = m > p. On a aussi
dimu)? g(ar) = m et ur g(ar) = dyul (ao). On peut donc poser
Uni (@) = " 1g(a1) op up” 16 (ao).
. Si sym(a) =0
... Casou a estirréductible :
.... On commence par supposer que G = 1. Alors on peut écrire a = a; ®ag

ol ar,ap € B"HI) et (u™ '(ay),u™ *(ag)) € M(I). On peut donc po-

nl > Pnll

ser upi(a) = [uy (a1), ugy (o).
.... On suppose maintenant G quelconque : Soit « = |a|. On vérifie que
mrul (o) = w(lg)bg(a). Alors, comme 7 est cartésien, il existe une unique
cellule, notée u!.(a),dans M(G) telle que mg.ultz(a) = bg(a) et
M(16)us(a) = uzk(a).
... Cas ou a n’est pas irréductible : Comme a est non-primitif et
L(la]) > 1, soit « la composante primitive de a et A € B*(G) la
décomposition primitive de a (voir les deux définitions dans la section 1 de
la premiére partie). On voit que A € (B|™ ,)*(G) et que
u™ =(A) € MB[;,(G), ou G = B|™ ,(G). On peut alors poser
Upg(a) = NG-MU?—lG-Unm_lg(A)-

e Pour la vérification des conditions de I’induction, on constate que
(HO) estimmédiat. Pour (H1), seul le cas ou L(a) = n,
dim(a) = m, sym(a) = O et a est non-irréductible, est un peu délicat.

On voit que pour ¢ < dim(a) = m alors par hypothése d’induction
ona Jfupt(a) = pe.Mu) gu™ ~0F(A). Mais 95(A) € (B|}_;)*(G).
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On peut donc écrire, en posant G = B|2(G), pug.-Mu™ . al 1@85(’4) =

MG-MgZG'Ui@ag(A) = Upg-H6-0 (A) = upg-pg.04 (A) = unG-aff- c(4) =
0 ( )-
Ung-

(H2) et (H3) se vérifient sans difficulté.
Pour (H4), soit A € (B?™)(G), on pose a = ug(A) et a = |A|. Alors
a < B(!g)(a). La encore, seul le cas ou n = L(a),

m = dim(a) = dim(A) et sym(a) = O, est un peu plus délicat.

-Si A estirréductible, on distingue alors les cas o o« = B(!g)(a) (dans ce
cas a estprimitifetdonc A = npg(a) ou A = Bng(a))et o # B(lg)(a)

(dans ce cas A € (B 1)*(G) et, par définition,

ulle () = i MUl sg.u™ | (A) = g Ml ™ (A), ou G = BI7(G)).

-Si A n’est pas 1rreduct1ble considérons «p la composante primitive
de «. C’est aussi la composante primitive de a. Soient encore les uniques
cellules suivantes :

. Ag € B*(I) telle que B(!pr)(Ag) = ap et up(Ag) = a,
. A€ B*G) telle que B*(!pg)(A) = Ay et upc(A) = A.

Posons enfin A’ = Bug(A).Ona B(!pg)(A") = ag et ug(A’) = a. Donc
A’ estla décomposition primitive de a. On voit que A € B|™ | B*|" (G),
qui estdans (B|™ ,)3(G), et que A est la décomposition primitive de A.

Onadonc u'y(A) = pg.-Mu™ 1G'u:_1(;,(“4) ou rappelons le
G = B|'"(G) et G = B|"(G). D’un autre c6té L'(A) < n et
L(A) <n.

-Si L/(A) = n,alors A = npg(a) etdonc A vérifie (H4) (se voit
facilement).

-Si L(A) =n, alors A= Bng(a). Laencore A vérifie (H4).

On peut maintenant supposer que L'(A) < n —1 et L(A) <n -1
Dans ce cas A € (B|™,)%(G) = G et on a les identités suivantes (ol
G=DB",(G) et j:G— G estI'injection canonique ) :
pic-Mup.us (A) = ,u@,.Muan.M@.Mu;”_lﬁ.uT_lé(A) =
MG-MMG-MQU%'Mu;n_lg'unm_lé<~'4) =

pi-Mpg Mu o Mu™ - Mjup5(A) =
pe-Mug’ e M(pclpy) upt1g(A) = pe-Mu? g ur' | (A') = ujg(a) =
Ung- (keln') (A).
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e A partir de la famille (u])t;) on construit une application
ug : B(G) — M(G) de fagon évidente. On obtient ainsi un morphisme
u: B — M (se vérifie facilement). L'unicité de la fleche u se montre par
induction sur L(a) 4+ dim(a) (sans difficulté particuliere).
On a ainsi montré le théoréme suivant :

Théoreme 5.46. : B = (B,b,Cr,c) est un objet initial de B. ( Ce qui
prouve que B est ”la” monade de Batanin).

Remarque 5.47. : Finalement on a bien montré que la monade de Batanin,
qui n’est autre que B comme on vient de le voir,muni de U et de L, est une
monade concrete syntaxique cartésienne et surtout pure.
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