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THE TOPOLOGY OF CRITICAL
PROCESSES, T
(PROCESSES AND MODELS)

Marco GRANDIS

Résumé. Cet article fait partie d’un sujet, la topologie algébrique
dirigée, dont 'objectif général est d’inclure les processus non réversibles
dans le domaine de la topologie générale et algébrique. Ici, comme
une étape successive, nous voulons également couvrir les « processus
critiques », c’est-a-dire indivisibles et inarrétables.

Cette partie introductive est consacrée a la mise en place du nou-

veau cadre et & la représentation de processus issus de divers do-
maines, en faisant appel a des prérequis mathématiques minimaux.
La catégorie fondamentale et la structure d’homotopie du cadre actuel
seront traitées dans les prochains articles.
Abstract. This article belongs to a subject, Directed Algebraic Topol-
ogy, whose general aim is including non-reversible processes in the range
of topology and algebraic topology. Here, as a further step, we also
want to cover ‘critical processes’, indivisible and unstoppable.

This introductory part is devoted to fixing the new framework and
representing processes of diverse domains, with minimal mathematical
prerequisites. The fundamental category and the homotopy structure
of the present setting will be dealt with in a sequel.

Keywords. Directed algebraic topology, category theory for algebraic
topology, hysteresis, hybrid systems.

Mathematics Subject Classification (2010).55M,55U,74N,93C30.
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Introduction

0.1 Aims

Directed Algebraic Topology is a recent subject, dating from the 1990’s.
It is an extension of Algebraic Topology, dealing with ‘spaces’ — typically
the directed spaces studied in [Grl, Gr2] — where the paths need not
be reversible, with the general aim of including the representation of
irreversible processes.

We want to introduce a further extension, called controlled spaces,
where the paths need not be decomposable, in order to include critical
processes, indivisible and unstoppable, either reversible or not.

Taking into account transformations that cannot be stopped is an
unfortunate aspect of our time. But there are plenty of normal events
which cannot be stopped or decomposed in parts, like quantum effects,
the onset of a nerve impulse, the combustion of fuel in a piston, the
switch of a thermostat, the change of state in a memory cell, deleting
a file in a computer, the action of a siphon, the eruption of a geyser,
an all-or-nothing transform in cryptography, moving in a section of an
underground network, etc.

Critical processes and transport networks are often represented by
graphs, in an effective way as far as they do not interact with continuous
variation. We want to show that they can also be modelled by structured
spaces, in a theory that includes classical topology and ‘non-reversible
spaces’.

Controlled spaces can thus unify aspects of continuous and discrete
mathematics, interacting with sectors of Control Theory (see 0.6). The
simple fact of classifying phenomena of diverse domains by mathemat-
ical models which live in the same world may have an interest: these
models can be combined together, and studied with extensions of the
usual tools of Algebraic Topology.

In this introductory part we fix the general framework, presenting
many models and their concrete interpretations. The mathematical
background is essentially restricted to elementary topology and basic
category theory: limits and adjoint functors.

Part II of this series will introduce the fundamental category of con-
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trolled spaces, with suitable methods of calculation. Their homotopy
theory and the breaking of the usual symmetries of topology will be
dealt with in a sequel.

0.2 An example

On-off controllers are systems overseeing a certain variable. Their de-
scription, as in the usual figure below, combines classical topology, where
the variable moves freely, and graph theory, where a change of state
takes place. We want to model them in one framework — an enriched
form of topology.

For concreteness, let us think of a cooling system, with a thermostat
set at temperature T, and a tolerance interval [T}, T5]. In the following
picture the horizontal axis measures the temperature, and the vertical
axis denotes two states: at level 0 the cooling device is off, at level 1 it
is on

XN Xl Xl

T To T»

On the left branch X, the system is in stand by; if the temperature
reaches Ty the cooling device goes on, jumping to state 1; from there, if
the temperature cools to 77, it goes back to state 0.

An elementary hysteresis process, or ‘hysteron’, behaves the same
way: for instance, the change of state in a memory cell, or the change
of orientation in an elementary domain of a ferromagnetic object.

We shall construct a model of this process, ‘pasting’ two natural
intervals Xy, X; (with euclidean topology and nothing more) and two
one-jump intervals X', X" where the paths allowed have to jump the
whole interval, in the marked direction: see 3.1(a). More complex mod-
els can be used for combined systems, like a heating and cooling device,
in 3.1(c), or a system that regulates two variables, for instance temper-
ature and pressure in an air-supported dome, in 3.2.
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0.3 Directed and controlled spaces

Directed spaces, our main structure meant to cover irreversible pro-
cesses, were introduced in [Grl] and extensively studied in a book on
Directed Algebraic Topology [Gr2]; they are frequently used in the the-
ory of concurrent processes, see 0.6.

A directed space X, or d-space, is a topological space equipped with
a set X* of directed paths [0,1] — X, or d-paths, closed under: trivial
loops, concatenation and partial increasing reparametrisation (including
restrictions to subintervals). The selected paths, generally, cannot be
travelled backwards but are reflected in the opposite d-space X°P.

A topological space has a natural structure of d-space, where all
paths are selected. Directed Algebraic Topology is an extension of the
classical case; in particular, the fundamental groupoid and the groups of
singular homology are extended to directed versions: the fundamental
category TTI;(X) and the preordered abelian groups TH,,(X) of directed
singular homology.

For all this we shall mainly refer to the book [Gr2]. The prefixes d-
and T are used to distinguish a directed notion from the corresponding
‘reversible’ one.

We now relax the axioms of d-spaces, to include critical processes:
essentially, the selected paths are no longer required to be closed under
restriction; they are called controlled paths, and the prefix c- is used to
distinguish the new notions. This is still a directed setting, pertaining
to Directed Algebraic Topology.

In this extension we gain models of phenomena which have no place
in the previous setting, and interesting formal ‘shapes’, like the one-
jump interval cl, the one-stop circle ¢S!, the n-stop circle c,S*, or the
higher controlled spheres and tori described in 2.3-2.6.

We also loose some good properties of the theory of d-spaces. The
fundamental category and directed singular homology of d-spaces can be
extended to c-spaces, but new methods of calculation will be needed:
the van Kampen theorem and the Mayer-Vietoris sequence are both
based on the subdivision of paths and homological chains, which is no
longer permitted. Nevertheless, the fundamental category of ‘rigid’ c-
spaces, as the previous ones, can be fairly simple to analyse, precisely
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because of the scarcity of allowed paths.

Essentially, the previous setting of d-spaces extends classical topol-
ogy by breaking the symmetry of reversion: the allowed paths need
no longer be reversible and the fundamental groupoid becomes a cate-
gory. This further extension to c-spaces breaks a flexibility feature that
d-spaces still retain: paths can no longer be subdivided, and this has
drastic consequences.

0.4 The threshold effect

As another example, in the threshold effect, or siphon effect, the process
is partially described by a variable v which can vary in a real interval
[vo, v1]; when the variable reaches the highest value, the threshold vy,
it jumps down to the least value vy, in a way that cannot be stopped
within the process itself.

There are many examples of this effect in Particle Physics, Natural
Sciences, Computer Science, Medicine, Economics, Sociology, etc.

Some cases are well-known:

- in Hydraulics: the empting of a basin through a siphon (see 3.3);
- in Biology: the onset of a nerve impulse (v is an electric potential);
- in Engineering: the combustion in a piston (v is the quantity of fuel);

- in Zoology and Sociology: mass migration (v is the rate of the popu-
lation present in a region, with respect to the sustainable population).

The anti-siphon effect behaves in the opposite way: the threshold is
at the lowest level vgy; reaching it, the variable goes up to the highest
value. The management of stocks of a given article, in a store or at
home, roughly follows this pattern.

Two models are proposed for the siphon effect, in 3.3.

0.5 An outline

In Section 1 we introduce the category cTop of controlled spaces and
we recall the category dTop of directed spaces. We also examine the
links among them and other domains: the categories Top of topological
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spaces and pTop of preordered spaces. Flexible and rigid paths, critical
paths and critical points are dealt with in 1.6.

Section 2 begins with limits and colimits for c-spaces and d-spaces.
Then we describe diverse c-structures on the interval [0,1], on the
spheres, on the square [0, 1]?, etc.

Finally, Section 3 explores less elementary processes and how they
can be modelled: on-off controllers in 3.1 and 3.2; the threshold effect
in 3.3; transport networks in 3.4.

0.6 Literature

The framework of d-spaces, its fundamental category and singular ho-
mology are used by various authors working in the theory of concurrency
by methods of Directed Algebraic Topology.

This topic is covered in a recent book by L. Fajstrup, E. Goubault,
E. Haucourt, S. Mimram and M. Raussen [FjGHMR]|, and many articles
among which [CaGM, FjR, Gb, GbM, MeR, Ral, Ra2]. The present
setting of c-spaces is closely related to the ‘multipointed d-spaces’ in-
troduced in [Ga).

In a different perspective, there are various approaches to what we
are calling critical processes, generally more concrete than the present
one. A comprehensive study of hysteretic processes, in the form of
operators turning an input function into an output function, can be
found in the book [BrS].

A combined analysis of continuous behaviours (possibly ruled by
differential equations) and ‘jumps’ between them (possibly controlled
by a state machine) is also present in the theory of switched systems [F1,
Li], hybrid control systems [Bral, hybrid automata [He| and networked
control systems [BeHJ]. The author is indebted to the Referee and
M. Raussen for suggesting these links. Some work will be required to
explore the relationship between these approaches and the present one:
for instance, differential equations can be used to select smooth paths,
which would then generate part of the c-structure.

Hopefully the controlled spaces proposed here might form a common
ground for diverse more specific frameworks.
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0.7 Notation

The symbol C denotes weak inclusion. A continuous mapping be-
tween topological spaces, possibly structured, is called a map. Open
and semiopen intervals of the real line are always denoted by square
brackets, like ]0,1[, [0, 1] etc. Marginal remarks are written in small
characters.

A preorder relation, generally written as x < y, is assumed to be
reflexive and transitive; an order relation, often written as x < y, is
also assumed to be anti-symmetric. A mapping which preserves (resp.
reverses) preorders is said to be increasing (resp. decreasing), always
meant in the weak sense.

1. Spaces with selected paths

We introduce the category cTop of controlled spaces, or c-spaces, an
extension of the category dTop of directed spaces studied in [Grl, Gr2],
and we examine the links between them. Both structures are based on
topological spaces with ‘selected paths’ satisfying some axioms, more
general for the new structure.

1.1 Spaces and preordered spaces

Top is the category of topological spaces and continuous mappings, or
maps.

A preordered topological space is just a space equipped with a pre-
order relation x < 2’ (reflexive and transitive), without assuming any
relationship between these structures. They form the category pTop of
preordered topological spaces, with the increasing (i.e. preorder preserv-
ing) continuous mappings.

A preordered topological space X is a ‘directed notion’, which can be
reversed: the object X°P has the opposite preorder x <° z’ (defined by
x’ < x). This gives a (covariant) involutive endofunctor, called reversor

R: pTop — pTop, RX = X°P. (1)

(The category Cat of small categories has a similar reversor.)
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R will denote the euclidean line as a topological space, and I the
standard euclidean interval [0,1]. Similarly R™ and I" are euclidean
spaces. S™ is the n-dimensional sphere.

On the other hand, TR and 1T are ordered topological spaces, with
their natural (total) order; TR™ and TI" are cartesian powers in pTop,
with the product order: (z;) < (y;) if and only if, for all i, x; < y;.

Homotopy theory in Top is parametrised on I. In pTop it is pa-
rametrised on the ordered interval 11, yielding an elementary form of
directed homotopy (cf. [Gr2], 1.1.3-5).

1.2 The terminology of paths

In a topological space X, a (continuous) map a: I — X is called a path in
X, from a(0) to a(1) — its endpoints. It is a loop at z if a(0) = z = a(1).

We begin by listing the (rather standard) terminology that we shall
use for paths.

(a) Concatenation. The concatenation of paths will be written as a’xa”;
the constant (or trivial, or degenerate) loop at the point x is written as
e.; the reversed path t+— a(1 —1t) as aF.

We recall that the (standard, or regular) concatenation a = a’ * a”
of two consecutive paths a’,a” (with a’(1) = a”(0)) is defined as

{a’(zt), for 0 <t<1/2,
a(t) =

t
=9, (2)
a’(2t —1), for 1/2<t< 1

As an important feature of topological spaces, called here the path
splitting property, every path a has a unique decomposition a = a’ * a”,
with:

a'(t) = a(t/2), a"(t) = a((t+1)/2)) (tel). (3)

The operation of concatenation is not associative, the constant loops
do not behave as identities, and the reversed paths are not inverses —
except in trivial cases (e.g. in discrete spaces). But this works up to ho-
motopy with fixed endpoints, which allows us to define the fundamental
groupoid II;(X) of a space, and the fundamental group m (X, zg) of a
pointed space.

10
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(b) Regular concatenation. The regular n-ary concatenation a = a; *
... * a, of consecutive paths is based on the regular partition 0 < 1/n <
2/n < ... < 1 of the standard interval, and is again uniquely determined
(it is understood that i = 1,...,n):

a(t) = a;(nt —i+1), for t € [(1 — 1)/n, i/n],
a;(t) =a((t+1i—1)/n), for t € I.

(4)
(¢) General concatenation. More generally, a = C'((a;), (¢;)) will denote
a general concatenation of n consecutive paths aq,...,a,, based on an
arbitrary partition 0 =tg <t; < ..<t,=1of I

a(t) =a;((t —ti1)/m),  for t € [ti1,ti],

a;(t) = a(mt +t;—1), for t el (i =1t —tiz1). ©)
(d) Reparametrisation. We are interested in reparametrising the path a
as ap: I — X, where the reparametrisation p: I — I is any increasing
map. We speak of a global reparametrisation if p is surjective, that is
p(0) = 0 and p(1) = 1. We speak of an invertible reparametrisation
if p is an increasing homeomorphism, or equivalently an automorphism
I — I of ordered sets (or of ordered topological spaces).

Plainly, all n-ary concatenations are equivalent, up to invertible re-
parametrisation.

Of course, a non-surjective reparametrisation ‘restricts’ a path: for
instance, if p(t) = t/2 (as in formula (3)), the path ap covers the first
half of a; let us note that it is still parametrised on I. More drastically,
if p is constant ap is a constant loop.

A restriction will be an affine, non-degenerate (i.e. non-constant),
increasing map:

By the usual pleonastic terminology, a reparametrisation will also
be called a partial reparametrisation when we want to stress that it is
not assumed to be global (although it might be).

11
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1.3 Main definitions, I

A controlled space X, or c-space, will be a topological space equipped
with a set X* of (continuous) maps a: I — X, called controlled paths,
or c-paths, that satisfies three axioms:

(csp.0) (constant paths) the trivial loops at the endpoints of a controlled
path are controlled,

(csp.1) (concatenation) the controlled paths are closed under path con-
catenation: if the consecutive paths a, b are controlled, their concatena-
tion a x b is also,

(csp.2) (global reparametrisation) the controlled paths are closed under
pre-composition with every surjective increasing map p: I — I: if a is a
controlled path, ap is also.

As a consequence, the c-paths are also closed under general concate-
nation. The underlying topological space is written as U(X), or |X]|,
and called the support of X.

A map of c-spaces f: X — Y, or c-map, is a continuous mapping
between c-spaces which preserves the selected paths. Their category
will be written as cTop.

A c-space X is a directed notion. Reversing c-paths, by the in-
volution r(t) = 1 — ¢, yields the opposite c-space RX = X°P, where
a € (X°P)! if and only if ar belongs to X*. This defines the reversor
endofunctor

R: cTop — cTop, RX = X°P, (7)

A c-path a of X is reversible if ar is also controlled. The c-space
itself is reversible if X = X°P, that is if all its c-paths are reversible.
More generally, it is reversive if it is isomorphic to X°P.

1.4 Main definitions, II

Controlled spaces extend a structure introduced in [Grl], also studied
in [Gr2] and elsewhere (see 0.6).

A directed space X, or d-space, is equipped with a set X* of maps
a: I — X, called directed paths, or d-paths, that satisfies three axioms:

12
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(dsp.0) (constant paths) every trivial loop is directed,

(dsp.1) (concatenation) if the consecutive paths a,b are directed, their
concatenation a * b is also,

(dsp.2) (partial reparametrisation) if p: I — I is an increasing map and
a is a directed path, ap is also.

The second axiom is the same of c-spaces (up to terminology), the
others are stronger; every d-space is a c-space, and the notation X* for
the set of selected paths is consistent. (In [Grl, Gr2] this set is written
as dX, a notation which has no good extension here.)

A map of d-spaces, or directed map, or d-map, is a continuous map-
ping which preserves the directed paths. Their category dTop is a full
subcategory of ¢Top. The reversor endofunctor works in the same way.

A ‘multipointed d-space’, introduced by P. Gaucher [Ga] in 2009, is
more general: (dsp.0) is not assumed and (dsp.2) is only required for
invertible reparametrisations. It also generalises a c-space.

1.5 Standard intervals

The difference between these settings shows clearly in two structures of
the euclidean interval [0, 1].

(a) In dTop the standard d-interval 1T has for directed paths all the
increasing maps I — I. It plays the role of the standard interval in the
category dTop, because the directed paths of any d-space X coincide
with the d-maps 11 — X.

It may be viewed as the essential model of a non-reversible process,
or a one-way route in transport networks. It will be represented as

n— (8)

(b) In cTop the standard c-interval cl, or one-jump interval, has the same
support, with controlled paths the surjective increasing maps I — I and
the trivial loops at 0 or 1. The controlled paths of any c-space X coincide
with the c-maps cl — X. It models a non-reversible unstoppable process,
or a one-way no-stop route

e (9)

13
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1.6 Flexible paths and critical points

(a) Flexible paths. In a c-space X, a point x will be said to be flezible if
its trivial loop e, is controlled; the flexible support | X|y is the subspace
of these points. In a diagram, an isolated flexible point will be marked
by a bullet, as in figure (9) above.

We say that a controlled path a is splittable if its halves o/, a” (cf. (3))
are also controlled, so that the decomposition a = a’ x a” stays within
c-paths; we say that a is flexible if all its restrictions are controlled (see
(6)), or equivalently all its decompositions in general concatenations
give raise to c-paths. Each controlled trivial loop is flexible. A c-map
preserves all these properties.

The c-space itself is flexible if every point and every c-path is flexible.
A c-space is a d-space if and only if it is flexible, if and only if every
trivial loop is controlled and all its controlled paths are splittable.

A c-path a is rigid if in each general concatenation of a by controlled
paths, precisely one of them is not constant. A c-space is rigid if every
non-trivial path is a general concatenation of rigid paths. The interval
cll is rigid, as well as many c-spaces introduced in the next section.

(b) Crritical paths and critical points. In a c-space X, a controlled path
is critical if it is not flexible.
A point x is:

- critical, if every non-trivial c-path a through z (i.e. z € Ima) is critical,
and there is some,

- future critical, if every non-trivial c-path starting there is critical, and
there is some,

- past critical, if every non-trivial c-path arriving there is critical, and
there is some.

A future or past critical point x is always flexible, a critical point
need not. A d-space has no critical points.

In the interval cl all points are critical, the point 0 is also future
critical, while 1 is also past critical. There are c-spaces where these
three kinds are disjoint: see 2.3(e).

14
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1.7 Reshaping and generated structures

The c-structures on a topological space X are closed under arbitrary
intersection (as subsets of Top(I, X)), and form a complete lattice for
the inclusion: we say that the structure Xj is finer than X, if Xf C Xg,
or equivalently if the identity map of X gives a map X; — Xs; this map
is called a reshaping.

(a) Every set S of paths in the space X generates a c-structure, the
finest, or smallest, containing it. It is obtained by adding all the con-
stant loops at the endpoints of the paths of S, and stabilising the latter
under global reparametrisation and general concatenation.

(b) Similarly, the d-structures on a topological space X form a complete
lattice. Every set of paths of X generates a d-structure.

(c) If we start from a c-space X, the d-structure generated by the c-
paths can be obtained stabilising them under constant paths, restriction
and general concatenation.

(d) The forgetful functor U: dTop — Top takes a d-space to its support,
the underlying topological space | X|. It has a left and a right adjoint

U:dTop & Top:D, D’ DAUAD. (10)

For a topological space T', the d-space DT is the same space with
the discrete d-structure (the finest, or smallest), with directed paths all
the trivial loops. D'T has the indiscrete d-structure (the largest, or
coarsest), where all paths are directed.

(e) The category cTop has two forgetful functors to topological spaces
U: cTop — Top, Uy: cTop — Top, (11)

where U(X) = | X]| is the topological support and Uy(X) = | X|o is the
flexible support. U has both adjoints, U, has only the left one

D.4U D, D - Uy, (12)

For a topological space T', the c-space D.T is the same space with
the discrete c-structure: no path is controlled. D’T" has the indiscrete

15
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c-structure, where all paths are controlled. In DT all trivial loops are
controlled. The functors D and D’ take values in dTop, and are denoted
as previously.

A topological space will be viewed as a c-space (and a d-space) by
its natural structure D'T, so that all its paths are selected.

(f) The singleton has two structures in cTop: the c-discrete singleton
D.{x} and the flexible singleton {x} (= D{x} = D'{x}), having a
controlled loop e,; the flexible singleton is by far more important, as it
is the terminal object and the unit of the cartesian product (see 2.1).

A c-map x: D {*} — X is ‘the same’ as a point of X, while a c-map
z: {*} — X is a flexible point. In other words, D.{*} represents the
functor U: c¢Top — Set, while {x} represents Uy: cTop — Set.

(g) All the c-spaces DT are trivially flexible and rigid.

1.8 Comparing directed structures

We are considering three ways of enriching topological spaces by a di-
rected structure (in a general sense), encoded in the categories pTop,
dTop and cTop. We now examine their interplay.

A preordered topological space X (in the sense recalled in 1.1) will
always be viewed as a d-space (and a c-space) by selecting the increasing
(continuous) paths 1T — X, where TT denotes the ordered euclidean
interval [0, 1].

This defines a functor d: pTop — dTop, and our categories are linked
by three obvious functors

d: pTop — dTop, dTop C cTop, d: pTop — cTop. (13)

Let us note that d is not an embedding: trivially, all preorders on
a discrete topological space give the same selected paths, namely the
trivial loops. (One can find more interesting examples in [Gr2], 1.4.5.)

(a) There is an adjunction
d: pTop & dTop :p, p 1d, (14)

where the left adjoint p provides a d-space with the path-preorder x < a’,
meaning that there exists a d-path from z to 2. The counit on a
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preordered space X is the preorder-reshaping pdX — X: if x < 2
there exists a d-path from z to 2’ in dX, whence v < 2/ in X.

Both functors p, d are faithful. A d-space is said to be of (pre)order
type if it can be obtained, as above, from a topological space with such
a structure. Thus TR™ and TI" are of order type; R™, I" and S™ are of
chaotic-preorder type. The directed sphere TS™ described in 2.5 is not
of preorder type (for n > 0).

(b) The embedding dTop — cTop has a left and a right adjoint:

“: ¢Top — dTop (the reflector),

15
Fl: c¢Top — dTop (the coreflector). (15)

For a c-space X, the generated d-space X has the same underlying
topological space with the d-structure generated by the c-paths. The
unit of the adjunction is the reshaping X — X, the counit is the identity
V=Y fora d-space Y.

In the second construction the flexzible part F1 X is the flexible sup-
port | X |o with the d-structure of the flexible c-paths. The counit is the
inclusion F1 X — X, the unit is the identity Y = F1Y for a d-space Y.

The full subcategory of reversible c-spaces has a similar reflector and
coreflector: the generated reversible c-space and the reversible part.

(¢) Composing the adjunction (14) with the previous reflection
pTop % dTop % cTop pTop % cTop (16)

we get the adjunction p - d, where d still equips a preordered space
X with the increasing maps 1T — X as c-paths (producing a d-space),
while p(X) = p(X ) provides a c-space with the generated-path preorder
z < 2/, depending on the d-paths of X. (The c-paths of X give a

preorder on the flexible support | Xy, not used here.)

2. Limits, colimits and structural models

Limits and colimits, for c-spaces and d-spaces, are easily obtained as
topological limits and colimits with the initial or terminal structure
determined by the structural maps.

17



M. Grandis The topology of critical processes, 1

Then we describe diverse c-structures on the interval, the spheres
and the square; they can represent elementary events and will be used
as bricks to form models of more complex processes.

2.1 Limits and colimits

We already remarked that the c-structures on a topological space T
form a complete lattice. Therefore every family of maps f;: T — X;
with values in c-spaces defines an initial c-structure on the space T a
path a is controlled if and only if all composites f;a are. Dually, every
family of maps f;: X; — T defined on c-spaces gives raise to a final
c-structure on the space T the controlled paths in T" are generated by
all the paths f;a, where a € Xf for some index 1.

A (controlled) subspace X' C X of a c-space X has the initial struc-
ture of the embedding, which selects those paths in X’ that are con-
trolled in X. A (controlled) quotient X/R has the quotient structure,
that is the final one for the projection p: X — X/R; it is generated by
the projected c-paths through general concatenation (see 1.7(a)).

The category cTop has all limits and colimits, constructed as in Top
and equipped with the initial or final c-structure for the structural maps.
For instance a path I — II; X; with values in a product of c-spaces is
controlled if and only if all its components I — X, are, while a path
I — >; X; with values in a sum is controlled if and only if it is in some
summand X;. Equalisers and coequalisers are realised as subspaces or
quotients, in the sense described above.

We already described the terminal {x}, which is the unit of the
cartesian product. On the other hand, X x D.{x} is the discrete c-
structure D.|X| on the underlying space.

If X is a c-space and A C |X]| is a non-empty subset, X/A will
denote the c-quotient of X which identifies all points of A.

All this works in the same way in pTop and dTop. The embedding
dTop C cTop preserves all limits and colimits, as it has both adjoints
(see (15)). On the other hand, the canonical functors d: pTop — dTop
and d: pTop — cTop of (13) preserve limits (as right adjoints) and sums
(obviously), but do not preserve coequalisers.

In fact, in pTop the coequaliser of the endpoints {*} = 1T is

18



M. Grandis The topology of critical processes, 1

the circle S* with the indiscrete preorder. In dTop (and cTop) we get
a non-trivial d-structure, the directed circle TS!, described below in
2.5(a). Essentially, this is ‘why’ directed homotopy is simple but very
elementary in pTop.

(The standard c-circle ¢S, described in 2.6(a), is the coequaliser of
the endpoints in cl.)

2.2 Controlled actions

Let G be a group, in additive notation (although not necessarily com-
mutative). A controlled G-space is a c-space X equipped with a (right)
action of G: this is an action on the underlying topological space such
that, for each g € G, the induced map

X — X, T =T+ g, (17)

is a map of c-spaces (and therefore an isomorphism of cTop). Directed
G-spaces are a particular case.

The c-space of orbits X/G is the quotient c-space, modulo the equiv-
alence relation which collapses each orbit to a point. Its c-paths are
simply the projections of the directed paths of X, as verified below.
The same holds for d-spaces.

We have to prove that these projections are closed under global (resp. par-
tial) reparametrisation and binary concatenation. The first fact is obvious.
As to the second, let a,b: I — X be two selected paths whose projections are
consecutive in X/G: there is some g € G such that a(1l) = b(0) + g. Then
the path b'(t) = b(t) + g is selected in X, and a * b’ is also. Finally, writing
as p: X — X/G the canonical projection, pa * pb = p(a*b') is the projection
of a selected path.

2.3 Elementary models

(a) The euclidean interval I and the euclidean line R have the natural
d-structure, where all paths are selected. The same holds for their
cartesian powers I" and R", and for all spheres S”. I will be called the
natural interval.

(b) The ordered euclidean interval 1T and the ordered euclidean line TR
have the d-structure given by the increasing paths (already recalled for
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the former). The same holds for their cartesian powers TI" and TR".
They are not reversible (for n > 0), yet reversive, i.e. isomorphic to the
opposite structure.

11 is the standard ordered interval, and also the standard d-interval,
as already said. Its d-structure is generated by the identity map I — I;
a d-map TI — X is the same as a directed path of X.

But 1T will also be important in cTop, as the flexible interval. Indeed,
for a c-space X, the c-maps 7T — X are the flexible paths of X.

(c) We already introduced the standard controlled interval cl, with the
c-structure generated by the identity map I — I: the c-paths are the
surjective increasing maps [ — I and the trivial loops at the endpoints.
The c-maps cll — X are the selected paths of the c-space X (possibly a
d-space).

The c-space cl will also be called the quantum interval, or the one-
Jump interval

> cl (18)

The generated d-space is (cI)" = 1T, while the flexible part F1(cl) =
DA{0, 1} is the discrete boundary Ol of the interval, with its trivial loops.

(d) The line with integral stops cR, or integral jumps, is equipped with
the c-structure generated by the family of embeddings I — R, ¢t — t+ &k
(k € Z). Now the c-paths are the increasing maps I — R whose image is
precisely an interval [k, k'] with integral endpoints (possibly the same)

— (19

The line cR is a controlled Z-space, with respect to the action of the
group Z by translations. The interval cl is a subspace of cR, and the
latter is the controlled Z-space generated by the embedding of cI.

The line cR is a rigid c-space (see 1.6): the rigid paths are those of
length 1, and every non-trivial c-path is a concatenation of them, on
a suitable partition. All points of cR are critical; the integral numbers
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are also past and future critical. The generated d-space (cR)" = TR is
of order type; the flexible part Fl(cI) = DZ is the discrete integral line
with the discrete d-structure.

(e) Let X be the euclidean ordered interval [0, 3], with controlled paths
given by the increasing maps I — X whose image either contains the
open subinterval |1, 2[ or does not meet it.

Loosely speaking, we are modelling a process measured on the in-
terval [0, 3], which
- can only proceed ‘forward’,
- passing point 1, is obliged to go on to point 2, at least,

or a one-way route with a no-stop section, or a stream with rapids

(20)

The point 1 is future critical; all the points of |1, 2[ are not flexible
and critical; 2 is past critical. The generated d-space X = 1[0, 3] is the
ordered structure, while F1 X is the ordered structure on the flexible
support [0, 1] U [2, 3].

2.4 Other structures on the interval

We have already seen three c-structures on the euclidean interval [0, 1]:
the natural structure I, where all paths are controlled; the ordered struc-
ture TI, with the increasing paths; the one-jump structure cll, with the
surjective increasing paths and the trivial loops at the endpoints.
There are many others, that can be used as bricks of modelisation.
We list here some of them; two ‘siphon structures’ can be found in 3.3.

(a) The two-jump interval cJ has the c-structure generated by the re-
strictions to the first or second half

c(t) =t/2, cH(t)y=(t+1)/2 (t e, (21)

0 1/2 1
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The non-trivial c-paths are the increasing maps I — I whose image
is either [0,1/2], or [1/2,1], or [0,1]. This c-space is isomorphic to the
subspace ¢[0, 2] C cR, and can model a non-reversible two-stage process.
Formally, it parametrises the concatenation of two c-paths (see Part II).

(b) Delayed intervals. The past-delayed c-interval c_I will be the eu-
clidean interval [0, 1] with the c-structure generated by the past-delayed
reparametrisation p: I — I

p(t) = 0v (2t — 1), o(t) = 2 a1, (22)

while the future-delayed c-interval ¢, 1 has the c-structure generated by
the future-delayed reparametrisation o: T — 1.

In ¢_T the non-trivial controlled paths are the surjective increasing
maps I — I which are constant on some non-degenerate interval [0, ¢;].
For a c-space X, a c-map c_I — X is the same as a past-delayed c-path
(constant as above).

These c-spaces are not reversive, but anti-isomorphic to each other,
by reversion

r:c I — (c 1), r(t)=1—t. (23)

Their structures are rigid and finer than cl, because their generators
are surjective increasing maps, i.e. controlled paths in cl.

There are many delayed structures on the interval. They can model
irreversible non-stoppable processes with inertia, or inductance.

(¢) The reversible d-interval 1™ is the d-space generated by identity and
reversion id,r: I — I; its directed paths are the piecewise monotone
maps I — 1. The reversible directed paths of a d-space X coincide with
the d-maps I™ — X. I™ is strictly finer than the natural interval T; it
can model a shock absorber.

(d) The one-jump reversible interval cI™ has the c-structure generated
by identity and reversion id,r: I — I. The reversible c-paths of a c-
space X coincide with the c-maps cI™~ — X.

Every c-path in cI™ has an integral length and those of length 1 are
rigid; cI™ is rigid and the generated d-space is I™. The interval cI™ can
(basically) model a reversible non-stoppable process, like the change of
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state in a memory cell, or a two-way no-stop route, or the flights of an
airplane between two airports

D ] CI[N (24)

2.5 Directed spheres and tori

(a) The standard d-circle TS! is the standard circle with the anticlock-
wise structure, where the directed paths a: I — S' move this way, in
the oriented plane R?: a(t) = (cosd(t),sin®(t)), with an increasing
continuous argument v: [ — R

(25)
Ts!

The directed circle can be described as an orbit space
st = (TR)/Z, (26)

with respect to the action of the group of integers on the directed line
TR, by translations: the directed paths of TS' are simply the projections
of the increasing paths in the line.

The c-space TS! can also be obtained as the coequaliser in dTop of
the following pair of maps

0,07 {x} = 11, 0 (¥) =0, 0 (%) = 1. (27)

Indeed, this coequaliser is the quotient TI/d1, which identifies the
endpoints; the d-structure of the quotient, generated by the projected
paths, is what we want: it is sufficient to concatenate a finite number
of projected paths, which are already stable under partial reparametri-
sation.

(b) The standard directed n-sphere is defined, for n > 0, as the quotient
of the directed cube TI" modulo its (ordinary) boundary 9I"

s™ = (11")/(a1™), 18 =8% = {~1,1} (n>0), (28)
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while TS? has the discrete topology and the natural d-structure (obvi-
ously discrete).

All directed spheres are reversive; their d-structure can be described
by an asymmetric distance (see [Gr2], 6.1.5). The pointed suspension
of S° in the category of pointed d-spaces gives TS! and, by iteration,
all higher TS™ ([Gr2], 1.7.4, 1.7.5). The unpointed suspension gives
different d-spaces, less interesting.

(c) The standard directed n-torus is a cartesian power of TS!
T = (1SH)". (29)

Equivalently, it is the orbit d-space (TR™)/Z", for the action of the
additive group Z™ by translations.

2.6 Controlled spheres and tori

(a) The standard c-circle cS', or one-stop circle, is now defined as the
orbit c-space of the line cR for the action of the group Z, by translations

(30)
cS' = (cR)/Z

The controlled paths of ¢S! are the projections of the controlled
paths in the line: here this means an anticlockwise path (as in 2.5(a))
which is a loop at [0], the only flexible point (corresponding to (1,0) in
the plane). The simple loops are rigid, and so is cS*.

The circle ¢S! can also be obtained as the coequaliser in cTop of the
endpoints of cl

0,07 {x} = I, 0~ () =0, oF(x) = 1. (31)

All points are critical; the flexible point is also past and future crit-
ical. The generated d-space is (cS')" = 1S!, while F1 (cS!) is the flexible
point with its trivial loop.

(b) More generally, the n-stop c-circle ¢,S' (n > 0) is the orbit space
cnS! = (c,R)/Z (ciS' = cSh), (32)
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where the c-paths of ¢,R are the increasing paths whose image is an
interval [k/n, k' /n], for integers k < K.

In ¢,S' a c-path is an anticlockwise path between two points [k/n]
and [k'/n| of the circle. The ‘minimal generators’ have length 1/n of
the circle and are rigid; the c-space itself is also.

Rotating motions can follow this pattern, with mandatory direction and
stops: for instance, the second hand of a watch, a washing machine dial,
a panoramic wheel with n cabins. The mode dial of a photocamera and

a railway turntable can be modelled by the reversible c-space generated by
cnSt.

(c) The standard c-sphere ¢S™ is defined as a quotient of cI™ (for n > 0)
cS" = (cI™)/(01"), S’ =8"={-1,1} (n > 0), (33)
and will be examined in Part III.
(d) The standard controlled n-torus is a cartesian power of cS!
cT" = (cS")™, (34)

and can also be obtained as the orbit c-space (cR™)/Z".

2.7 Controlled squares and cubes

(a) We have already seen the ordered square T2, also called the flexible
square when viewed in cTop.

(b) The standard c-square cI?, represented in the left figure below, has
the structure of a cartesian power: a path I — I? is controlled if and only
if it is increasing and each of its projections covers [0, 1], or is constant
at 0 or 1

cI? / 12 L .

There are four flexible points, the vertices of the square. The c-paths
of cI* have five kinds of generators: two horizontal paths s — (s, a) (for
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a = 0,1), two vertical paths ¢ — («,t), and all increasing paths from
(0,0) to (1,1) in the ordered square, as exemplified in the left picture
above.

There is no finite set of generators, but we shall see that the funda-
mental category has only five non-trivial arrows (and four identities at
the flexible points).

The space is rigid. The generated d-space is the ordered square 112,
whose d-paths are the increasing maps I — I?; one of them is drawn in
the second picture above.

Similarly, in the standard c-cube cI™ a path is controlled if and only
if it is increasing and each of its projections covers [0, 1], or is constant
at 0 or 1. Again, (cI*) = 11"

For a product, the structure (X xY)" is always finer than X xV, and can
be strictly finer. For instance one can take the empty structure X = D.{*}
and Y = cl or 11, so that (XxY)" = (D.|[I])" = D|I|, but Xx¥ = {s}x11 = 1L
This issue will be studied in a Part II.

(c) The hybrid square cIx T will be important in the construction of
the fundamental category. Here a path I — I? is controlled if and only
if it is increasing and its first projection is either surjective or constant
at Oor1

H clx 1T jt—s‘ 0

(All the horizontal paths s — (s, o) are controlled, but already belong to
the family of increasing paths whose first projection is surjective.)

The generated d-space is again TT12; the flexible part D{0, 1}x1T only
allows increasing paths in the vertical edges.

(d) The following example shows a sharp distinction between a c-struc-
ture X of the square and the generated d-space

VA
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The c-paths of X are generated by two diagonal paths, t — (¢,1)
and t — (t, 1 —t); the flexible points are the four vertices of the square,
and it is easy to guess that the fundamental category TII;(X) will only
have two non-trivial arrows, the marked ones. But the fundamental
category THl(X' ) of the generated d-space has two new arrows between
the vertices, like the arrow p’ — p” displayed in the right figure above.

Clearly, one cannot model a crossing of railways by a d-space. Within
c-spaces, one can make X reversible adding the reversed c-paths.

3. Critical processes and models

We now start from ‘critical processes’, trying to model them by c-spaces
built with the previous ones, by limits and colimits.

3.1 On-off controllers and elementary hysteresis

We consider a system meant to regulate a certain variable, either op-
posing its rising, or helping it, or working both ways. An elementary
hysteresis process, or ‘hysteron’, generally behaves in the first way —
counteracting the effect.

(a) Reacting controller. We begin by considering a cooling device coun-
teracting the rising of temperature, with a thermostat set at tempera-
ture Ty and a tolerance interval [T}, Ts).

In the following picture the horizontal axis represents the tempera-
ture, and the vertical axis denotes two states, 0 and 1

X// X/ Xl
Xo

o (38)

T To T»

On the left branch X the system is off; if the temperature grows to
T, the device jumps to state 1; then, if the temperature cools to 77, it
goes back to state 0.
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The support |X| of our model is a one-dimensional subspace of R?,
the union of the supports of the following c-spaces

X(] = [O,Tg] X {0}, X = [T1,+OO[ X{1}7
X' = {TQ} X CH, X" = {Tl} x cl°P.

The c-structure of X is generated by the c-structures of:
- Xp, X1, natural intervals, where the temperature can vary,
- X', X" one-jump c-intervals, where the state of the system varies.

One could also use the plane with the terminal c-structure c f]R2 produced
by the topological embedding f: X — R?; the c-paths are those of X.

A hysteretic process is generally studied as a functional operator that
turns a piecewise monotone input function into an output function (of time,
in both cases): see [BrS|, Chapter 2. Here the input is the temperature
function, while the output values are the states 0, 1. This analysis presents
some indetermination and failure of continuity at the critical temperatures
T, Ty, as discussed in [BrS], Example 2.1.1.

(b) Cooperating controller. A heating system supports the rising of
temperature. It can be modelled by the opposite c-space: in state 0 the
system is on; see the lower half of the following diagram.

(¢) Dual controller. Combining both models we can represent a heating
and cooling system, like a heat pump. The system is meant to keep the
temperature in an interval [T7,T,], with a lower tolerance [T}, 7T]] and
an upper tolerance [Ty, T3] (disjoint intervals); the vertical axis denotes
now three states: at level 0 the system is off, at level -1 the heating is
on, at level 1 the cooling device is on

cooling

off

- ~1
heating T} Ty

28



M. Grandis The topology of critical processes, 1

3.2 Controlling two variables

We deal now with a pair of on-off controllers, acting on two independent
variables

(a) Two reacting controllers. We start from two copies X,Y of the
c-space drawn in (38)

A is on B is on

X Y

(40)

In X a device A controls the variable x, countering its rising; in Y
the device B acts similarly on the variable y.

The cartesian product X XY models the combined system. Its sup-
port is a subspace of R*, but we draw it in R?, with four states on the
vertical axis: at 0 both devices are off, at 1 only A is on, at 2 only B is
on, at 3 both A and B are on

(41)

The new c-space can be obtained as follows. We put on R? the
terminal c-structure for the topological map

[ XxY = R?, flx,s,y,t) = (z,y,s+2t),  (42)

and we use this c-space ¢;R3. Equivalently, we can use the c-subspace
Z = Im f of the previous structure: they have the same c-paths. 7 is
contained in four parallel planes, at level 0, 1, 2, 3.
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The right figure above represents a c-path in Z. It starts at level 0,
with both variables below the active thresholds s, 12, and both increas-
ing; when the variable x reaches x5, system A jumps on, counteracting
it. Both variables are still growing; when y attains y, device B also
activates and the process is in state 3. Then the variable x decreases
below x; and A goes off, while B is still on, in state 2. Finally also the
variable y is brought below y; and both devices are off, at level 0.

(b) The opposite case of two cooperating controllers is modelled by the
opposite c-space Z°P. The mixed case, with A cooperating with variable
x and B counteracting variable y, is also of interest.

An air-supported dome can give examples of both cases. In winter
time, the compressor would rise pressure and the heating would rise
temperature; in summer time, the compressor would work the same
way while air-conditioning would reduce temperature.

3.3 The threshold effect and siphon structures.

In the threshold effect a variable v can vary in the interval [vg,v:];
reaching the threshold v, it jumps down to its least value vg. Various
processes of this type are listed in the Introduction, Subsection 0.4.
Here we consider two structures on the interval I that can model such
a process.

(a) The growing siphon. We denote as cgll the standard interval with the
c-structure generated by all the increasing maps I — I and the reversion
r(t)=1—t

o csl (43)

A controlled path can only increase between 0 and 1; reaching 1,
either it stays there or jumps down to 0. Point 1 is future critical,
point 0 is past critical, and there are no (bilateral) critical points. The
generated d-structure (cgl)” has two generators, idI and r: it is the
reversible d-interval I™ of 2.4(c); the flexible part is T1.

For concreteness, we refer to a hydraulic system consisting of a water
basin filled by a source; water can only get out by a siphon tube, as in
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the figure below, so that its level v in the basin will grow up to the upper
part of the tube, marked 1, and then flow out until the level reaches the
lower opening of the tube in the basin, marked 0 (the diameter of the
tube is overlooked)

(44)

(b) The oscillating siphon. A more complex model cI allows the c-
paths to decrease in the semiopen interval [0, 1[. There are three kinds
of generators of the c-paths:

- the increasing maps I — I,
- the decreasing maps a: I — I with image in [0, 1], i.e. a(0) < 1,
- the reversion r(t) = 1 —t.

Here a controlled path is piecewise monotone; whenever it reaches
1, either it stays there or it jumps to 0 (and possibly goes on). Point
1 is still future critical, but 0 is no more past critical. The generated
d-structure is again the reversible d-interval 1™, the flexible part allows
the piecewise monotone paths which can only reach 1 as the terminal
endpoint.

In the hydraulic system previously described, the basin can now let
out water by other openings or evaporation. Other processes considered
in 0.4 are also better fitted by this model; for instance the electric
potential at a neural membrane can increase and decrease; reaching the
threshold value the impulse is emitted.

3.4 Transport networks and labelled graphs

Transport networks are usually modelled in graph theory. They can
also be modelled by c-spaces, as we have already seen in various exam-
ples; this would allow to combine them with planar or three-dimensional
regions.
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(a) The following is a model of a road that contains a dual-carriage
section (for left-hand drive one would turn the picture upside-down)

e EE———— (45)

The d-space X is the quotient Y/R of the sum Y = X; + ... + X}

Xl - [07 1], XQ - T[l,Z],
XS = T[L 2]0p’ X4 = [27 3]7

modulo the equivalence relation that identifies the three points 1 (of X7,
Xy, X3) and — separately — the three points 2 (of Xy, X3, Xy). A path
in X is directed if and only if it is a general concatenation of projections
of d-paths in the various X;. For instance, to go from 0 to the point
(1/2)3 of X3 we must (at least) reach 2 along X; and X5 and then come
back along X3; there are infinitely many longer paths.

(b) Similarly, one can construct a one-dimensional c-space X as a real-
isation of a labelled graph, in the sense of a multigraph whose edges are
labelled with additional information on direction and critical properties.
We have already drawn many examples in 3.1.

As above, the c-space X can be obtained as a quotient of a sum
of intervals with the appropriate c-structure: natural intervals I when
unlabelled, standard d-intervals 11 when labelled by a single arrow,
standard c-intervals cll when labelled by a double arrow, etc.

This can represent a transport networks, where some routes are one-
way and others are no-stop — as in an underground section, or a mo-
torway tunnel, or an airline route. The model can be further enriched,
adding delays (for a stop sign), etc. Or higher dimensional regions, as
we were suggesting.

3.5 Point-like variations

In the examples of this section one can often form a ‘slightly’ different
model, using a general procedure: if X is a c-space and A C |X|, one
builds a finer c-space on | X | excluding all the previous c-paths that have
an endpoint in A.
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Thus, in the model of the heat controller described in 3.1(a), one can
omit the paths that start or end at (0,7%) or (1,77). Similarly, in the
siphon-interval 3.3(a) one can rule out the paths starting or ending at
1. In both cases we are forcing the jump at these points, which become
critical and non-flexible. This can be appreciated, but the new models
are more complicated and their fundamental category will also be.

In our opinion the choice between such variations is merely a theo-
retical issue, that should be based on the results one can obtain. In the
same way as, if we model a thin rod by the interval [0, 1], it is Math-
ematics rather than experience that leads us to use an interval of the
real line instead of the rational line: the classical results on continuous
functions and differential equations only hold in the former.
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Résumé : Cet article est consacré, en premier licu, a I’examen de la théorie des
Q-ensembles, a en évaluer I’intérét mathématique au regard des hypotheses qui la
fondent et la pertinence en tant que pourvoyeuse présumée d’un modele des notions
intuitives de degré d’appartenance et d’existence. Cet examen conduit, en second
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observés) introduite par Bénabou. On montre, en particulier, que la catégorie des
ensembles empiriques n’est un topos que modulo le sacrifice de I’intuition sous-
jacente a la notion d’observation.

Abstract : This paper is devoted first to revisit £2-set theory, to assess its ma-
thematical interest with regard to the hypotheses it is based on and its relevance as
an alleged provider of a model to the intuitive notions of membership and existence
degrees. This then leads to re-examine empirical (or observed) set theory a la Bé-
nabou. It is shown in particular that the category of empirical sets is a topos only if
one sacrifices the intuition underlying the notion of observation.

Keywords : Q-sets, empirical sets, topoi.
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1. Introduction

Le concept d’Q2-ensemble a donné lieu a une abondante littérature [1], [4],
[7], en raison, d’une part, du fait que la catégorie Q-SET des ©Q-ensembles
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est équivalente a la catégorie Sh(Q) des faisceaux sur Q, et, d’autre part, du
fait que le concept d’Q2-ensemble est censé offrir un modele mathématique
aux notions intuitives de degré d’égalité et de degré d’existence.

Nous montrons, dans cet article, que cette interprétation informelle n’est
fondée que sous certaines hypotheses en vertu desquelles Q2-SET perd une
grande part de son intérét mathématique : la catégorie cesse d’étre un topos
et n’est, des lors, plus équivalente a Sh(Q).

Nous montrons, de plus, que dans le cadre de la théorie des 2-ensembles,
il est en fait impossible de préserver le substrat intuitif de cette théorie (gra-
dualité de 1’égalité et de 1’existence) sans un appauvrissement des structures
mathématiques : la catégorie des £2-ensembles permettant de rendre compte
de I’intuition sous-jacente est un topos booléen.

Cette contradiction entre la recherche a priori d’une structure mathéma-
tique (celle de topos) et la préservation du substrat intuitif a 1’origine de la
théorie des Q-ensembles conduit, pour tenter d’en réduire les effets, a une
autre alternative : utiliser des sous-catégories de Q2-SET par restriction de
I’ensemble des objets (CQ2-SET) ou par restriction de I’ensemble des fleches
(FQ-SLET). Nous privilégierons le second terme de cette alternative, notam-
ment parce que c’est la définition des fleches de Q-SET qui s’écarte de 1’in-
tuition originaire et donne naissance a la contradiction.

C’est sur ces bases que Bénabou a congu le concept d’ensemble empi-
rique [2] ou d’ensemble observé par une famille / d’observateurs. Ainsi la
théorie des ensembles empiriques est-elle confrontée au méme dilemne que
que la théorie des Q2-ensembles : la préservation du substrat intuitif qui a pré-
sidé a leur définition entre en contradiction avec le désir de munir la catégorie
des ensembles empiriques d’une structure toposique. Nous procederons au
méme choix que dans le cas des Q2-ensembles généraux, notamment parce
que si la définition des objets de la catégorie capte I’intuition sous-jacente, il
en va tout autrement des fleches.

De tels résultats conduisent a revisiter le concept méme d’ensemble em-
pirique, en privilégiant le "point de vue" des observateurs et des espaces
d’observations. Nous montrons, toutefois, qu’il est impossible de s’affran-
chir du cadre des topoi booléens, en conséquence de quoi la formalisation de
la notion d’ensemble empirique nécessite une refonte.
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2. Q-ensembles

2.1 Rappels

Soit (Q, A, v, <) une algebre de Heyting compléte avec un plus petit élément
0 et un plus grand élément 1.

Un Q-ensemble A [4] [6] est la donnée d’un ensemble A et d’une ap-
plication de A x A dans Q, < x,y >— [x = y], telle que :

[x=yl<Dy=+ ()
[x =yl A ly=2z] <[x=2], ()
I’élément [x = x| étant noté [Ex].

Etant donnés deux Q-ensembles A et B, on considere les applications
f: A x B— Q qui vérifient, pour tous x,x’ € A ettous y,y € B :

[x=X] A f(<xy>) < fl<x,y>) (Q,)
fl<xy>)aly=yY] < fl<xy >) (2,
fl<xy>) A fl<xy >)<[y=)] (Q5)

[x=x] = \/yEB f(<xy>). (L)

On note Q-SET la catégorie dont les objets sont les £2-ensembles (satis-
faisant (Q,) et (£,) ) et les fleches les applications f : A x B — Q satisfai-
sant (£2;) - (£6). La compositionde f : A — B et g : B — C est la fleche
gof: A — Cdéfinie par I’application go f : A x C — £ telle que :

(go < xz>) =V, (f(<xy>) Ag(<yz>)).

La flecche A — A définie par < x,y > — [x = y| est la fleche identité,
notée idy.

L objet 1, défini par I’Q-ensemble {0}, [0 = 0] = 1, est tel que, pour
tout objet A, il existe une fleche unique f: A — 1, < x,0 > — [Ex]. Donc
1 est un objet terminal de Q-SET.

Le produit de deux ©2-ensembles A et B est I’Q2-ensemble A x B défini
par A x B et I’application (A x B)?> — Q telle que, pour tous x, X’ € A et tous
v,y € B, on ait :
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[<x,y>=< X,y >]=[x=X]Ay=)]
Le produit fibré d’un couple A L, ¢ & B de fleches est le couple

ALDS B, ou D est défini par D = A x B et I’application de (A x B)?
dans Q telle que :

[<x,y>=< X,y >]=[E <x,y>]|n[E <X,y >]|a[x= XAy =],

ol : [E<xy>]=Veclf(<xc>)ng(<yc>)),

et, pourtouta € Aettouthb e B :
fl(<x,y>,a)=[E<x,y>]nA[x=ad],
gd(<x,y>b)=[E<xy>]Aly=0].

Un sous-ensemble d’un Q-ensemble A est une application s : A — Q
telle que, pour tout x,y € A :

(i) s(x) A [x = y] < s(v),
(i) s(x) < [Ex].

Un sous-objet d’un objet B est un mono f : A »> B, c’est-a-dire une
fleche f telle que, pour tous x,y e Aetze B,

fl<x,z>) A f(<yz>) <[x=y].

Alors, a tout sous-objet f de B on peut associer un sous-ensemble de B,
c’est-a-dire une application s; : B — € définie par :

5p(¥) = Viea f(< X,y >).

Réciproquement, un sous-ensemble s : B — £ de B définit un sous-objet
fs : Ag = B, ou Aj est ’entité définie par B et I’application :

fi: <x,y>—[x=y] A s(x)As©).
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Donc ( [4], p. 281), les sous-objets d’un objet B sont entierement définis par
les sous-ensembles de B.

Soit, enfin, 2 1’Q-ensemble défini par €2 et I’application de 2 x £ dans
Q, < p,q >— [p = q] telle que :

[p=al=(r=a) ~(qa=p)
ou = est la pseudo-complémentation relative dans I’algebre de Heyting Q.
Soit T : 1 — & la fleche définie par

T(<0,p>)=[p=1]=p.

A tout sous-objet f : A »> X (donc a tout sous-ensemble sy : A — Q) de X
peut €tre associée sa fleche caractéristique y, : X — £ définie par :

X; (< x,p>)=[Ex] A [ss(x) = p].

Alors y,of = To!, ol !estlafleche A — 1.1l s’ensuit que Q-SET est
un topos.

2.2 Analyse critique

Un objet A de Q-SET est défini par la donnée d’un ensemble A et d’une
application A x A — € qui, a tout couple < x,y > associe le "degré
d’égalité" [x = y|| de x et y, I'entité [x = x|, notée [Ex], pouvant &tre
vue comme le "degré d’existence" de x. De la méme fagon, pour un sous-
ensemble s : A — Q d’un Q-ensemble A, s(x) est le "degré" auquel x
appartient a 1’"ensemble" s.

Pour ce qui concerne les fleches de Q-SET, le "graphe" d’une fleche
f : A — B estunsous-ensemble de A x B, soit une application de A x B dans
Q qui peut étre vue, en premiere approximation, comme une application f :
A — B, en associant a < x,y > la "valeur de vérité" [f(x) = y] € Q, degré
d’égalité de f(x) = y, c’est-a-dire la mesure du degré auquel y est I'image
de x par f. Les axiomes de définition d’une fleche de Q-SET peuvent alors
étre interprétés de la fagon suivante : (£2,) et (£2,) imposent I’extensionnalité,
c’est-a-dire la validité des formules :
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et:
(f(x) = y) Ay =) = (f(x) »¥),

instances de I’axiome d’identité. L’ axiome (Q;) signifie que deux éléments y
et y’ sont des images de x par f pour autant qu’ils sont égaux. L’ axiome ()
permet d’interpréter une formule quantifiée existentiellement : une formule
du type " il existe x € A tel que ¢(x)" a pour valeur de vérité \/ _; ¢(x).
(Qs) signifie également que tout x de A a une image par f, ¢’est-a-dire que f
est une application. Enfin, puisque [x = x| = [Ex], une lecture de () est :
tout x de A existe pour autant qu’il a une image dans B.

Notons par ailleurs, que I’hypothese d’inf-complétion de Q, bien que
superflue pour établir la structure de topos de Q2-SET, permet, par dualité,
Iinterprétation de formules quantifiées universellement : pour tout x € B,
¢(x) a pour valeur de vérité A _g[¢(x)].

Toutefois, ces interprétations informelles des axiomes de définition de
Q-SET reposent sur I’hypotheése que f(< x,y >) et [f(x) = y] sont in-
terchangeables. Or pour une fleche f : A x B — Q, il peut ne pas exister
d’application f : A — B (on utilise désormais deux notations différentes
pour éviter toute confusion) telle que

f(<xy>)=[f(x) =]

Interpréter f(< x,y >) comme le degré d’égalité de f(x) ety ou le degré
auquel y est I’image de x par f (interprétation censée conférer a la structure
toposique de 2-SET un surcroit d’intelligibilité), sachant qu’un tel f peut ne
pas exister, confine des lors a I’abstract nonsense. En particulier, la notation
[f(x) = y] dans la définition informelle de f(< x,y >) est pour le moins
maladroite, pour ne pas dire fautive.

A contrario, si I’on impose a toute fleche f : A — B dans Q-SET d’étre
définie par I’intermédiaire d’une fonction f : A — B, c’est-a-dire si toute
fleche f: A — B est une fonction f : A x B — Q telle que :

fl<xy>)=[f(x) =]

pour une certaine fonction f : A — B, ou encore :

fl<xy>) =[f(x) =y A [x =]
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pour exprimer le fait que 1’égalité ne vaut que pour autant que x existe, et
que I’on note les catégories correspondantes FQ-SET et SFQ-SET respecti-
vement, alors la justification informelle des axiomes de définition de Q-SET
est parfaitement fondée, mais ni FQ-SET ni SFQ-SET n’est un topos.

Considérons, en effet, I’exemple suivant : soit £ I’algebre de Heyting dé-
finie par :

et soient A et B les deux Q-ensembles définis par :
A=1{0,1,2}, [0=1]=a,[0=2]=p8,[1=2]=0, [a=a] =1,

B={1,2}, [1=2]=0, [b=0b]=y,
pour tout a € A et tout b € B.

Soit f = idy : A — A lafleche identité, c’est-a-dire la fonction de A x A
dans Q : < x,y >— [x = y], et soit g la fleche d’inclusion g : B — A
définie par :

g:BxA—-Q <xy>->[x=y]

c’est-a-dire g(< x,y >) = f(< x,y >) pour tout < x,y > € B x A.

Alors f et g sont deux monos qui correspondent, respectivement, aux deux
sous-ensembles s et s, de A, c’est -a-dire aux deux applications s et s, de
A — Q, définies par :
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() =Vulx=yl=[0=y]v[1=y]v][2=y]
5¢() = Vieplg(®) =yl = [1 =y] v [2 =],

pour tout y € A.

Donc s¢(y) = s,(y) pour tout y € A. Donc s, = s,. Ainsi f et g désignent le
méme sous-objet de A (c’est-a-dire [f] = [g] ou f ~ g) dans Q-SET. Donc
g est un mono et un épi (et donc un iso de Q-SET). De méme, g est un mono
et un épi de SFQ-SET. Supposons que g soit un iso de SFQ-SET. Alors, il
existe un iso j : A »>» B dont I'inverse est un iso k : B »>» A tels que le
diagramme

commute; la fleche j: A >» B est I’application A x B — £ définie par :

J(<xy>)=[x=y]rx=x]=[x=y]

Supposons alors qu’il existe une application j : A — B telle que :

J(<xy>)=[jx) =y] A [x =] = [j(x) =],

pour tout x € A et touty € B.

Alors il existe a;, a; € A tels que j(a;) = j(ay) = b € B, c’est-a-dire
j(< ai,b >) = j(< ap,b >). Donc, on a [a; = b] = [a, = b] bien que
a; # a, : une contradiction.

Inversement, si 1’on impose a j d’étre définie par j(< x,y >) = [j(x) = y],
pour un certain j : A — B, alors A et B ne sont pas isomorphes. Donc g
n’est pas un iso de SFQ-SET.

Cet exemple est, en fait, générique dans le sens suivant. Toute fleche
h:A — Bavec BC Aeth(< x,y >) = [x = y] est un mono puisque, pour
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tous x,z€ Aettoutye B,
M<xy>)rnh(<zy>)=[x=ylrly=2<[x=1]

et un épi puisque, pour tout y € B,

Viah(<xy>) =V aulx=y] ==yl

Dans Q-SET, A et B sont donc des objets isomorphes mais il n’existe pas
d’application /1 : A — B telle que h(< x,y >) = [A(x) = y]. Inversement,
dans SFQ-SET ou I’on impose que toute fleche soit définie au moyen d’une
telle égalité, A et B ne sont pas isomorphes. & est donc un mono et un épi
mais n’est pas un iso. Donc SFQ-SET n’est pas un topos.

Il en est de méme de FQ-SET. Il suffit, en effet, d’adapter le contre-
exemple ci-dessus en prenant y = 1.

Il est donc clair que, d’un c6té, la "définition" informelle de f(< x,y >)
comme degré d’égalité de f(x) et y, non pertinente pour une large classe
d’Q-ensembles, n’est pas tenable. L’intérét et la pertinence du concept méme
d’©2-ensemble sont alors a établir.

D’un autre c6té, les hypotheses sur les fleches conferent a FQ-SET et
SFQ-SET un substrat intuitif, mais entrainent un appauvrissement de la struc-
ture catégorique correspondante. Cumuler la richesse mathématique de la
structure, tout en en préservant la pertinence en tant que modele mathéma-
tique, nécéssite une modification de la définition des objets et/ou des fleches
considérés.

Une premiéere possibilité est offerte par la sous-catégorie CQ-SET de Q-
SET des £2-ensembles complets [4] : ses objets sont les 2-ensembles A dont
tous les singletons sont de la forme a : x — [x = a] pour un unique a € A;
ses fleches f : A — B sont les fonctions f : A — B telles que :

[x =] < [F(x) = fFO)], (C2)
[x = x] < [F(x) = F(x)]. (C2:)
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Les catégories Q-SET et CQ-SET sont équivalentes ( [4], exercice 27 p.
394). CQ-SLET est donc un topos dans lequel, les fleches f : A — B sont des
fonctions f : A — B; I'interprétation de f(< x,y >) = [f(x) = y] comme
étant la mesure du degré d’égalité de f(x) et de y (ou le degré auquel y est
I’image de x par f) est possible. Toutefois, en restreignant ainsi I’ensemble
des objets, la notion intuitive de degré d’égalité dans la définition des objets
de Q-SET perd une partie de sa pertinence dans CQ-SET.

2.3 La catégorie F*Q-SET

Au vu du contre-exemple développé en 2.2, une condition nécéssaire pour
que la catégorie des ©2-ensembles soit munie de propriétés satisfaisantes (tout
sous-objet f d’un objet A est défini par un sous-ensemble s, de A) est que,
pour tout objet A, on ait pour tout x € A :

Ve [x = y] < [x = «f. ()
yEX

Est-ce une condition suffisante ? Soit F*Q-SET la catégorie correspondante,
c’est-a-dire la catégorie dont les objets sont les Q-ensembles satisfaisant ()
ainsi que (2,) et (€,) et dont les fleches f : A — B sont les applications :
AxB—Q, <x,y>-[f(x)=y], f: A— B, telles que :

[x =X A [f(x) =y] < [F(x) =], (FQ3)
[f(x) =y] Ay =¥1 < [f(x) =], (FQ,)
[f(x) =y A [f(x) =Y <[y =1, (FQs)

[x = x] =V, [7(x) = y]. (F<Qs)

F*Q-SET est une sous-catégorie pleine de F.Q-SET.
Théoreme : F*Q-SET est un topos booléen.

Preuve : (i) Remarquons tout d’abord qu’une condition nécéssaire et
suffisante pour que Q satisfasse (*) est que 1’on ait :

Veory P # 1. (**)
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En effet, pour tout p ¢ {0, 1},

\/qu\{l} q= \/qu\{O,l} q= \/qu\{O,l} qv —q = pVv —p,

ol — désigne la pseudo-complémentation dans Q (—p = p = 0). Donc,
si (**) est satisfaite, p v —p < 1 pour tout p ¢ {0, 1}. Ainsi

Vieouglp =4l < qgv—q <1.
De plus,
Vieoylp =1=V eoyp #1
et
Voo [P =01 =V eo iy P # 1.
Donc, pour tout g € ©,
Vieauglr =al < [p=r] =1,
c’est-a-dire que Q satisfait (+). La réciproque est évidente.
(ii) On définit, dans F*Q-SET, les notions d’objet terminal, de produit,
de produit fibré, d’exponentiation de la méme facon que dans Q-SET. Pour
démontrer que F*Q-SET est un topos, il suffit donc de démontrer 1’existence

d’un classificateur de sous-objets. Une fleche f : A — B dans FQ-SET est
un mono si et seulement si

[f(x) = 2] A LF ) =2 < [x =],

pour tout x,y € A et tout z € B. De méme, f est un épi si et seulement si :

Viea F(x) =y] =y =],

pour tout y € B. A tout mono f : A > B on peut associer un sous-ensemble
de B, c’est-a-dire une application sy : B — £ définie par :
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5¢(3) = Viea [F(x) = y].

Il convient alors de démontrer que, dans F*Q-SET, pour tout objet B et tout
sous-objet f de B, la correspondance f +— s est bijective, a la différence de
ce qui se produit dans FQ-SET. Soient donc f: A > Betg: C > B deux
sous-objets de B tel que sy = s, c’est-a-dire tels que, pour tout a € B,

\/zec[[g(z) = a]] = \/zeA [}F(Z) = a]]’

et, pour tout u € A, en application de (x),

Vieclg(@) = f)] = V,aulF(6) = F)] = [f(u) = fw)].

Supposons qu’il existe u € X tel que, pour tout z € C, §(z) # f(u). Alors :

Veecl2(@) = FW)] < Viepgaply = F@)] < [fw) = f)],

ce qui est impossible. Donc, pour tout u € A, il existe un z € C tel que
g(z) = f(u), c’est-a-dire qu’il existe une flecche k : A — C telle que
f = gok.Donc k est un mono et f < g. De la méme fagon, on peut dé-
montrer que g = f o h pour un certain 1 : C — A, c’est-a-dire g < f. Donc
f ~ g. Ainsi f et g sont le méme sous-objet de B. Donc la correspondance
f +— s estinjective. Elle est évidemment surjective.

Enfin, soit Q' = {py, 1} o pyy = \/ petsoit T:1— &, {0} — 1.

pe\{1}
Alors :

[pw =pu] =1. [pu=1] = pu.
A tout sous-objet f : A > B de B, dont le sous-ensemble correspondant
est sy : B— €, onassocie yr: B — €' définie par :

/ffBlQ—n).Ql

ou 1 est la fonction définie par : (y) = 1 si et seulement si s;(y) = 1 et
n(y) = pu si et seulement si s(y) # 1. Il est alors facile de montrer que :
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[

est un produit fibré. Donc F*Q-SET est un topos booléen. O

Il va sans dire que F*Q-SET offre un cadre formel exempt d’ambiguité
aux notions intuitives d’existence potentielle et d’égalité partielle, mais les
conditions imposées sont treés contraignantes. Elles affectent non seulement
les fleches mais également les objets : F*Q-SET n’est pas une sous-catégorie
de Q-SET. Pour ce qui concerne €, si Q2 est une topologie sur un certain
ensemble X, la condition (=) suppose que

U A#X,

AeQ\{X}

et, par suite, que (X, Q) soit connexe et quasi-compact. Devoir choisir entre
des conditions contraignantes (qui permettent a F*Q-SET d’étre un topos)
et la faible pertinence du modele mathématique fourni par Q-SET suggere
que la structure de topos ne présente peut-€tre pas 1’intérét qu’on lui accorde
généralement en tant que "bonne" généralisation de la catégorie SET.

3. Ensembles empiriques

3.1 Les ensembles empiriques a la Bénabou

Le concept d’ensemble empirique fut introduit par Bénabou [2]. Soit / un
ensemble d’observateurs observant un ensemble X. Pour x,y € X, on pose :

V(x) = {ieI:ivoit x},
V(x,y) = {i €I :iconfond x et y}.

En supposant que i voit x si et seulement si i confond x et x, on a:
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V(x) = V(x, x).

On suppose que 1’ensemble / est muni d’une topologie @ et que, pour
tout couple (x,y) € X x X, V(x,y) est un ouvert de /. Cette hypothese traduit
I’'idée que si un observateur i € I confond x et y, alors tout observateur j
suffisamment proche de i confond également x et y. On suppose, en outre,
que V satisfait I’axiomatique suivante :

V(x,y) € V(y, x), (Ey)
V(x,y) n V(y,z) € V(x,2), (E»)

c’est-a-dire que V est symétrique (si i confond x et y alors il confond y et x)
et transitive (si i confond x et y et y et z, alors i confond x et z).

L’entité composée d’un ensemble X et d’une application V : X x X — @
satisfaisant (E;) et (E;) (dite ici "fonction d’observation") est appelée en-
semble empirique (observé par I).

Il est évident que si I’on pose, pour x € X ety e Y,

[x =y =V(xy),

[x = x] = V()
un ensemble empirique est un @-ensemble, c’est-a-dire un £2-ensemble avec
Q=0.

Soient (X, V) et (Y, W) deux ensembles empiriques. On appelle fonction
empirique [ : (X,V) — (¥, W) une application f : X x Y — 6, définie par

f(x,y) ={iel:ivoitquey = fx},

f(x,y) peut donc étre considéré comme I’ensemble des observateurs qui
"voientquey = fx". Cette écriture informelle permet de dégager les axiomes
suivants :

fxy) nV(xx) < f(¥,) (E3)
W(y,y) n f(xy) < f(x)y) (E4)
fxy) 0 f(x,y) € W(y,y) (Es)

Vi) = J{f(xy) syery (Es)
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pour tous x,x’ € X ettous y,y € Y.

La premiere idée qui vient a 1’esprit est de donner a 1’écriture ci-dessus
une lecture littérale (2 défaut de quoi I'introduction de 1’équation fx = y
serait fautive) et ainsi de faire converger 1’intuition sous-jacente (les obser-
vateurs voient que y = fx ) et la définition formelle de f(x,y), c’est-a-dire
de supposer que, pour toute fonction empirique : f : X x ¥ — 0, il existe
une fonction f : X — Y telle que :

fley)={iel: f(x) =y}

Considérons alors, dans un premier temps, la catégorie dont les objets sont
les ensembles empiriques et les fleches les fonctions empiriques ainsi défi-
nies.

Remarquons tout d’abord que :

f(xy) = W(y, f(x)).

Bien que la signification de ’expression "I’observateur i voit que f(x) = y"
— laquelle intervient dans la définition de f(x,y) — ne soit pas exempte
d’ambiguité, nous avons en effet :

(1) Sii € f(x,y) alors i voit que f(x) = y. Supposons que i ¢ W(y, f(x)).
Alors i ne confond pas y et f(x). Donc i voit que f(x) # y. Donc i ¢ f(x,y),
ce qui est impossible.

(2) Réciproquement, si i € W(y, f(x)) alors i confond f(x) et y. Suppo-
sons que i n’est pas élément de f(x,y). Alors i ne voit pas que f(x) = y.
Donc i ne confond pas f(x) et y c’est-a-dire i ¢ W(y, f(x)), ce qui est im-
possible.

Enfin, une fleche f : (X,V) — (Y, W), c’est-a-dire une fonction empi-
rique, est définie par :

fley) =Wy f(x) = [y = f(x)]-

La catégorie ainsi construite coincide avec la catégorie notée F@-SET, c’est-
a-dire avec FQ-SET pour Q2 = 6.
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On pourrait définir une fonction empirique en posant :

fxy) =Wy f(x)) 0 V(x),

définition suggérée dans certains passages de [2], bien que contradictoire
avec la définition de f(x,y) ci-dessus. Cette fleche satisfait (FQ,)-(FQs)
mais ne vérifie pas (F<s), c’est-a-dire, dans la notation des ensembles em-
piriques :
V(x) = W F(x),
yey
mais elle vérifie seulement :

Vi) = Flxy).
yeyY
c’est-a-dire I’équivalent de (96). La catégorie correspondante est notée SFO-
SET puisqu’elle coincide avec SFQ-SET pour Q = 6.

En tout état de cause, que les fleches (c’est-a-dire les fonctions empi-
riques) soient définies par :

fx,y) =Wy, f(x))

ou par :

flxy) =Wy, f(x) nV(x),

les catégories correspondantes FO-SET et S FO-SET ne sont pas des topot.

Comme montré en 2.2, les objets de la catégorie F@-SET doivent, pour
former un topos, satisfaire la condition :

U V) cv(x). (%)

xeX\{x}

La catégorie correspondante est notée F*O-SET puisqu’elle coincide avec
F*Q-SET pour Q = 0. A la différence de FO-SET et de S FO-SET, F*6-
SET est un topos. Mais il s’agit d’un topos booléen. Cette catégorie est donc
soumise a des conditions contraignantes dont I’une des conséquences, outre
celles déja mentionnées dans le cas général c’est-a-dire pour F*Q-SET (dont
le fait que le topos est booléen ) est que F*@-SET n’est pas équivalente a la
catégorie des faisceaux sur /.
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3.2 Espace des observations

A contrario, si 1’on souhaite lever la contrainte (x), il faut modifier la défi-
nition des fleches c’est-a-dire abandonner 1I’hypothese que toute fleche f :
A — B est définie par une application f : A — B.

Le fait que la catégorie FO-SET ne soit pas un topos (et ne soit donc pas
équivalente a la catégorie des faisceaux sur /) vient, en effet, de ce que toute
fleche f : (X, V) — (¥, W) est définie par

flx,y) ={iel:ivoitquey = f(x)},

définition qui, de plus, est ambigué et peu compréhensible, dans la mesure
ot elle laisse entendre qu’il y aurait une fonction f a "voir".

Des lors, nous considérons la catégorie dont les objets sont les ensembles
empiriques satisfaisant (E;) - (E;) et les fleches f : (X,V) — (Y, W) sont
les applications f : X x Y — O satisfaisant (E3) - (E¢), ces derniéres n’étant
pas, en général, définies par des fonctions f : X — Y.

La catégorie est notée par @-SET, puisqu’elle coincide avec Q-SET pour
Q = 0. Ainsi I’écriture (de Bénabou) :

f(x,y) ={iel:ivoitque fx =y},

doit-elle étre éliminée car fautive. Des lors, I’interprétation des fleches de
O-SET est problématique : comment interpréter 1’ensemble d’observateurs
image de (x,y) par f, sachant que f(x,y) est un "bloc" qui ne permet pas
de donner un sens a "€tre ’'image de", ni méme a la "notion d’image" ? Que
dire de ce que "voient" ces observateurs ?

Il est évident que ®-SET comme cas particulier de Q-SET est équivalente
a la catégorie des faisceaux sur / (et est donc un topos). Mais une démonstra-
tion directe, spécifique aux ensembles empiriques est nécessaire, notamment
en ce qu’elle met en évidence la structure de I’espace des observations.

Soit donc (X, V) un ensemble empirique sur I’espace (I, @) des observa-
teurs. On définit I’espace des observations de (X, V), noté Obs(X, V) comme
étant I’espace topologique obtenu via la construction suivante : / x X étant
muni de la topologie produit de O et de la topologie discrete sur X, Obs(X, V)
est ’espace quotient de :

{<i,x>elxX:ieV(x,x)}
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muni de la topologie induite, par I’équivalence :
<i,x>~y<Iiy> sietseulementsi i€ V(x,y),

dont un élément générique, c’est-a-dire une classe d’équivalence, notée par
[< i,x >]v, peut étre interprété comme 1’observation de x € X par 1’ob-
servateur i € I : si i confond x et y, alors x et y donnent lieu a la méme
observation.

Lapplication :
p: Obs(X,V) =1, [<i,x>]y—i

est un homéomorphisme local et ainsi Obs(X, V) est un faisceau sur /. Pour
le démontrer, il suffit de remarquer que, pour tout [< i, x >]y € Obs(X, V),
la famille des ensembles de la forme : {[< j,x >]y : j € U} ot U est un
voisinage de i dans I, est une base de voisinages de [< i, x >]y.

Soit donc Obs(X, V) I’objet de la catégorie des faisceaux sur I constitué
de I’espace Obs(X, V) des observations et de la projection :

p:0bs(X,V) > I, [<i,x>]y—i

qui a toute observation [< i, x >]y associe I’observateur dont elle est le fait.
Considérons alors le foncteur 7" qui :

(i) a tout ensemble empirique (X, V) associe I’espace des observations
Obs(X, V),

(ii) a toute fleche f : (X, V) — (¥, W) associe la fleche T'(f) = F, ou
F : Obs(X, V) — Obs(Y, W), est définie pour tout [< i, x >]y € Obs(X, V)
par :

F([<i,x>]y) =[<i,y>]w, ouyesttel queie f(x,y).

En vertu de (E3) - (Eg), F est bien définie. Elle est fibre a fibre, induisant
I’identité sur I. On vérifie immédiatement que F est continue (en utilisant
les voisinages de base des points de Obs(X, V) et de Obs(Y, W)). F est donc
bien une fleche de la catégorie des faisceaux sur 1.

On vérifie ensuite que, pour deux fleches f et g de la catégorie des en-
sembles empiriques, T(g o f) = T(g) o T(f) et que, pour tout ensemble
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empirique (X, V), la fonction d’observation V : X x X — 0, fleche identité
de la catégorie, vérifie T(V) = idobs(x,v). Donc T est bien un foncteur de la
catégorie des ensembles empiriques dans celle des faisceaux sur 1. De plus,
on montre aisément que, pour toute fleche f, la correspondance f — T(f)
est bijective, c’est-a-dire que T est pleinement fidele.

La question de I’équivalence entre la catégorie des ensembles empiriques
et celle des faisceaux sur [ est alors celle de la représentativité de 7', c’est-a-
dire de I’existence, pour tout faisceau (E, pg) sur I, d’'un ensemble empirique
(X, V) dont I’espace des observations Obs(X, V) soit isomorphe a (E, pg).

Soit, pour tout ensemble empirique (X, V) et pour tout x € X, ’applica-
tion :

X:V(x,x) —> Obs(X,V),
i — [< I, X >]V,

qui est une section locale de Obs(X, V).
Alors, pour tous x, X' € X, comme I'on a i € V(x,x') si et seulement
si [< i,x >] = [< i,x >], soit encore, si et seulement si X(i) = X’(i), on a
donc :
Vi, xX') ={iel:x(i) =x(i)}

Ainsi, du point de vue des observateurs, un point de I’ensemble empirique
(X, V) peut étre considéré comme une section de Obs(X, V) (ou, si I’on veut,
comme un champ d’observations), si bien qu’un ensemble empirique (X, V)
est un ensemble de sections locales de I’espace des observations Obs(X, V),
ensemble tel que, pour tout & € Obs(X, V), c’est-a-dire pour toute observa-
tion, si p(¢) = i, alors il existe une section appartenant a cet ensemble dont
la valeur en i est £ : toute observation est 1’observation d’un point de X.

Pour un faisceau quelconque (E, pg) sur I, soit .’(E) ’ensemble des
sections locales de pg : E — I et soit ¥ I’application :

V. SE)x S(E)—> 0O
telle que, pour tous s, € . (E) :

¥ (s,s) = Uy, ouvert de définition de s,

V(s,0) = {iel: s(i) = 1(i)).
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Pour tous s,7 € ./ (E

~—
-

¥ (s,1) est un ouvert de [ vérifiant :

YV (s, t) 0V (r,s) < ¥ (rt), pour tout r € ./ (E).

¥ est donc une fonction d’observation de . (E) et (./(E), ?') est un en-
semble empirique (observé par /).

Le foncteur T associe, par définition, a ((E), ¥') son espace des ob-
servations Obs(. (E), ¥'), ou Obs(.”(E), ¥') est I’espace topologique quo-
tient du sous-espace :

{<i,s>:sestdéfinieeni} < I x ./(E)

(I x (E) étant muni de la topologie produit de O et de la topologie discrete
sur .(E) ) par la relation d’équivalence :

<1i,§ >~y <Ii,t> sietseulementsi s(i) = t(i).

Pour démontrer que T est représentatif, on considere I’application @ sui-
vante :
O : Obs(S(E), V) - E
[<i,5s>]y — s(i)
qui a toute observation de la section s € . (E) (par 1’observateur i), associe
I’évaluation de s en i, soit s(i) € E, résultat de cette observation [< 7, s >]

faite par 7, qui fait de E un espace de "résultats d’observations" de ses sec-
tions.

Théoreme : L’application O est une identification de la catégorie des
faisceaux de Obs( (E), V') avec (E, pg). Le foncteur T est donc représen-
tatif et la catégorie O-SET est équivalente a la catégorie des faisceaux sur 1.

Preuve : (i) O est clairement fibre a fibre et induit 1’identité sur /.

(ii) @ est bijective. En effet, si [< i, s >]y et [< j,t >]y sont tels que
Op([< i,s >]y) = Oe([< j.t >]y), alors, d’une part i = j et, d’autre
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part, s(i) = #(j). Donc i € ¥ (s,t) c’est-a-dire [< i, s >]y = [< jt >]y.
Donc @ est injective. Par ailleurs, soit £ € E tel que i = pg(£). Alors, il
existe une section locale s; définie dans un voisinage ouvert de i telle que
s¢(i) = £. Ainsi, pour tout ¢ € E, il existe une section s € .7 (E) telle que
Op([< pe(é),s >]y») = & Donc @ est surjective.

(iii) @ est continue. En effet, soit [< i, s >, € Obs((E), ¥) et soit
W un voisinage de Op([< i, s >]y) = s(i) = & € E. Alors il existe un
voisinage ouvert W’ de s(i), inclus dans W et tel que pg,, est un homéo-
morphisme W — pg(W') = U’, U’ étant donc un ouvert de /. Soit alors la
section :
se: U > E, s¢ = (pg,,) "

Ona: sg(i) = & = s(i) c’est-a-dire que s et s¢ coincident sur un voisinage U
dei, U < U n ¥(s,s). Considérons alors {[< j, s >]y : j€ U}. C’est un
voisinage de [< i, s >]y dans Obs(.”(E), ¥ )etl’ona:

Op({[< jis ]y 1 je UY) = s(U) = s{(U) = W < W.

Ainsi, pour tout voisinage W de s(i) = ®g([< i, s >]y) dans E, il existe un
voisinage U de [< i, s >]y dans Obs(.7(E), ) tel que ®x(U) < W. Donc
®f est continue.

(iv) @, étant continue et fibre a fibre, est un homéomorphisme local de
Obs(.7(E), ¥') dans E. Comme @ est bijective, ¢’est un homéomorphisme.
Donc @ est un isomorphisme

Obs(.7(E), V') — (E, p).

Le foncteur T est donc représentatif et établit une équivalence entre la caté-
gorie des ensembles empiriques observés par [ et la catégorie des faisceaux
sur /. O

Tout faisceau (E, pg) est donc isomorphe a I’espace des observations
d’un ensemble empirique : I’ensemble .’ (E) de ses sections locales muni de
la fonction d’observation ¥ qui & une section locale s € .%(E) associe son
ouvert ¥ (s, s) de définition et a deux sections locales s, € .(E) associe
I’ouvert #(s, t) sur lequel ces sections sont égales. Via cet isomorphisme, E
apparait comme I’espace des (résultats des) observations de ses sections.
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Toutefois, comme nous le verrons ci-dessous, cette équivalence, du point
de vue des observateurs, n’est pas sans susciter un certain nombre d’inter-
rogations pouvant aller jusqu’a la remise en cause du concept méme d’en-
semble empirique, interrogations qui font écho a celles du paragraphe 2.2
sur la pertinence du concept de topos.

4. Une équivalence malheureuse ?

4.1 Restrictions et recollements

Soit (X, V) un ensemble empirique sur / et Obs(X, V) son espace des obser-
vations. Obs(X, V) étant un faisceau sur /, on peut lui appliquer la construc-
tion précédente.

Ainsi, si I’on note 2" I’ensemble . (Obs(X, V)) des sections locales de
Obs(X, V) et si I’on considere la fonction d’observation ¥ : 2" x 2" — O
définie, comme ci-dessus, pour I’ensemble des sections d’un faisceau (E, pg)
quelconque sur /, nous avons :

Obs(2, %) = T((Z., V%)),
Obs(X,V) = T((X,V)).

Il s’ensuit que Obs(.2", ¥) et Obs(X, V) sont isomorphes dans la catégorie
des faisceaux et, partant, les ensembles empiriques (2", ') et (X, V) sont
isomorphes.

Tout point x € X définit une section locale ¥ de Obs(X, V) et I’on peut
considérer que 1’application x — X de X dans 2 est injective sans réelle
perte de généralité (puisque, si deux points x et x’ de X définissent la méme
section locale de Obs(X, V), on a alors V(x,x) = V(x',x') = V(x,x’)). Mais
toute section de Obs(X, V) ne correspond pas, loin s’en faut, a un point de X :
celles qui correspondent a un point de X (de la forme X, x € X) n’ont aucune
propriété distinctive; leur seule propriété est de former collectivement une
famille de sections locales que I’on peut qualifier de "génératrice" en ce sens
que, pour tout i € I et pour toute section locale s de Obs(X, V), il existe une
section de cette famille qui prend la méme valeur que s au point i et, donc,
sur tout un voisinage de i.
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Ainsi, on peut seulement dire, d’une maniere générale, que toute section
de Obs(X, V) est "construite a partir des points de X" (en I’occurence a partir
d’observations de ces points) puisque son ouvert de définition peut toujours
étre recouvert par une famille de petits ouverts de / dans chacun desquels
elle coincide avec une des sections de la forme X, x € X. En d’autres termes,
toute section locale s de Obs(X, V) s’obtient a partir des sections correspon-
dant aux points de X de I’une des deux fagons suivantes :

(i) par "restriction” : si U est I’ouvert de définition de s, il existe x € X
tel que s = X, i.e., pour touti € U, s(i) = [< i,x >]y.

(if) par "recollement” : pour tout i € U, il existe un voisinage U’ de i et
x € X tels que, pour tout j € U’, s(j) = [< j,x >]vie. s, =%|,.

Remarque : Le fait que (X,V) et (2", 7') donnent lieu au méme es-
pace d’observations peut s’interpréter, du point de vue des observateurs, de
la facon suivante : si I’on admet qu’un point "observé" est obtenu comme
un "champ (local et continu) d’observations", on obtient alors indifférem-
ment les points de X et ceux de 2" en récoltant des observations provenant
de différents petits ouverts d’observateurs de telle sorte que les observations
provenant d’'un méme petit ouvert soient des observations d’'un méme point
de X par les différents observateurs de cet ouvert. On obtient ainsi tout autant
les points de x (les sections X, x € X) que leurs restrictions X, (correspon-
dant a des "vues partielles", émanant d’un ouvert U d’observateurs, sur ces
points x de X) et des "points artificiels", en quelque sorte "imaginés" par une
famille d’ouverts d’observateurs qui "recombinent" leurs observations.

Quel est le statut des sections de Obs(X, V), "restrictions" de points de
X, c’est-a-dire de la forme X|,, x € X, U ouvert de /? Il n’est pas a priori
absurde, du point de vue des observateurs, de prendre en considération ces
sections : elles correspondent, en effet, a des "vues partielles" sur les points
de X et peuvent posséder certaines propriétés que n’ont pas les sections X,
x € X. Doit-on pour autant, comme c’est le cas avec (.2, ¥) leur donner le
méme statut que les points de X et ainsi considérer, par exemple, un point
de x (i.e. la section X) et sa restriction X, comme deux points différents au
méme titre que deux points x et x’ de X (i.e. X et X’)?
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De fagcon un peu plus précise, pour tous les observateurs appartenant a
I’ouvert U de la restriction X|, du point X, X et X|, procedent de la méme
observation. Des lors, que signifie que ces observateurs, qui sont les seuls a
"voir" X, voient X et x|, ? A fortiori, pour x € X et i € V(x, x), est-il raison-
nable de considérer (comme c’est le cas avec (27, 7)) que cet observateur
i voit effectivement tous les points X, de 2" ot W est un voisinage ouvert
de i inclus dans V(x, x), et ce a partir de la seule observation [< i, x >]y?
Ainsi, considérer des restrictions comme des points a part entiere conduit a
obtenir, a partir d’espaces d’observations identiques, des ensembles empi-
riques tres différents, pouvant étre, comme 2, fort éloignés des ensembles
observés par les observateurs individuellement, i.e. les fibres de Obs(X, V)
oude Obs(Z", 7). Cela conduit, en quelque sorte, a ce que les observateurs,
a partir de leurs observations individuelles d’un ensemble empirique donné
n’observent en fait - collectivement et localement - que... leur propre topo-
logie !

Ainsi, que (X, V) soit isomorphe, donc identifiable, a (2", %), lequel
contient les sections X, x € X, toutes leurs restrictions (et d’autres choses...),
conduit a des "identifications" entre ensembles empiriques qui semblent pour
le moins abusives, en ce qu’elles permettent d’obtenir des ensembles empi-
riques sans lien réel avec des observations individuelles.

La question qui se trouve ainsi posée est donc celle de la signification du
mot "voir", plus précisément de I’expression "i voit x".

Remarques : (i) Dans F*@-SET la condition (*) sur la fonction d’ob-
servation fait que, dans un ensemble empirique (X, V), on ne peut avoir de
points de X qui soient des restrictions d’autres points (pas plus, d’ailleurs
que des recollements). Les ensembles empiriques de F*@-SET sont donc
plus "proches" des ensembles observés individuellement par les observa-
teurs. Ainsi la définition de "voir" que cette catégorie autorise est-elle plus
intuitivement satisfaisante. En effet, un point de X est "vu" par les observa-
teurs de / s’il existe un observateur de / qui ne confond ce point avec aucun
autre. En outre, la condition (*) implique que tout point est vu par au moins
un observateur.

(ii) En contrepoint de 1’analyse critique ci-dessus, la considération des
restrictions comme des points a part entiere n’est pas sans justification, par
exemple lorsque les observateurs représentent des ordres de grandeur, comme
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les indices des nombres elliptiques de Levi-Civita [8]. En prenant les indices
comme observateurs et la topologie discrete, par exemple, sur leur ensemble,
la troncature d’un nombre elliptique a un certain indice est bien une "restric-
tion" de ce nombre mais peut tre également considérée comme un nombre
elliptique a part enticre.

L’ensemble 2~ = .#’(Obs(X, V)) contient, outre les sections X corres-
pondant aux points x € X et leurs restrictions, toutes les autres sections ob-
tenues en "recollant” des restrictions de sections de la forme X, x € X. Mais,
des lors, I’isomorphisme entre (X, V) et (£, ¥') identifie I’ensemble (X, V)
des points "objectifs" (ensemble qui fournit la "matiere des observations") a
I’ensemble (27, 7") de toutes les recombinaisons que peuvent faire les ob-
servateurs en "recollant" des observations partielles de "points objectifs" -
recombinaisons qui, de plus, sont considérés comme des "points objectifs"
de (2°,7).

Afin de mieux appréhender, au niveau des ensembles empiriques, la "dis-
torsion" créée par cet isomorphisme entre (X,V) et (27, 7), il convient
de montrer a quoi correspondent ces "recombinaisons” relativement a 1’en-
semble empirique (X, V), c’est-a-dire d’exprimer les sections locales du fais-
ceau Obs(X, V) en termes de notions relatives a (X, V).

Proposition : A route section locale s de Obs(X, V) correspond une et
une seule fleche F : ({I},Vy) — (X, V) oit U est un ouvert de I, ¢’est-a-
dire une fleche d’un sous-objet de 1’objet terminal dans (X, V). Inversement
a toute fleche F : ({I},Vy) — (X, V), modulo I'identification de {I} x X a
X, correspond une et une seule section locale de Obs(X, V).

Preuve : Tout d’abord, rappelons qu’un sous-objet quelconque de 1’ objet
terminal (/,id;) est un mono inj, : U — I ou U est un ouvert de I, sous-
objet que nous noterons (U, inj,). Puisque, par ailleurs, dans la catégorie
des faisceaux sur /, une section locale d’un faisceau (E, pg) sur I peut étre
définie comme une fleche s : U — E
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ou U est I’ouvert de définition de s, toute section locale de (E, pg) peut étre
définie, moyennant le méme abus de notation, comme une fleche d’un sous-
objet (U, inj,) de I’objet terminal dans (E, pg).

Soit donc U un ouvert de I et soit ({/}, V) I’ensemble empirique cor-
respondant. Son espace d’observations Obs({/}, V) s’identifie clairement a
(U,inj,). Ainsi, a toute fleche F : ({I},Vy) — (X, V) correspond, via le
foncteur T, une fleche f : (U,inj,) — Obs(X, V), c’est-a-dire une section
locale de Obs(X, V) définie sur U. Du fait des propriétés de T, les fleches de
({1}, Vy) dans (X, V) sont en bijection avec les sections locales de Obs(X, V)
définies sur U. Cette propriété est vraie pour tout ouvert U de 1. Donc, a toute
section locale s de Obs(X, V) dont I’ouvert de définition est U, il correspond
une et une seule fleche F; : ({I},Vy) — (X, V). O

Remarque : Définir, comme ci-dessus, une section locale d’un faisceau
(E, pr) comme une fleche d’un sous-objet (U, inj,) de 1’objet terminal dans
(E, pg) évoque la définition d’un élément d’un sous-objet d’un objet donné
[3]. Une section locale de (E, pr) apparait ainsi comme un "sous-élément"
de (E, pg) ou, plus exactement, du sous-objet idg (un élément de idg n’étant
autre qu’une section globale de (E, pg)).

Proposition : Les sections locales de Obs(X, V) sont en bijection avec
les singletons de I’ensemble empirique (X, V).

Preuve : Un singleton d’un ensemble empirique (X, V) est une applica-
tion a : X — O vérifiant :

(i)  a(x) € V(x,
(ii) a(x)nV(x
(iii) a(x) N a(x

pour tout x € X,
< a(x), pour tous x, x’ € X,
) € V(x,x'), pour tous x, x’ € X.

-

x),
x')

<
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Soit donc F une fleche de ({1}, Vi) dans (X, V). Considérons 1’application :
ap: X — 0, x— F(I,x).
Elle vérifie clairement (i), et, en application de (E3), on a :
F(I,x) nV(x,x') < F(I,X),

c¢’est-a-dire que @ vérifie (ii). De méme, en application de (E,), ar vérifie(iii).
ar est donc un singleton de (X, V).
Réciproquement, soit @ un singleton de (X, V). Considérons alors 1’ou-

vert
U, = U a(x),
xeX
le sous-objet ({1}, Vy, ) de 1’objet terminal et 1’application F, : {I} xX — 6,
(I, x) — a(x). Alors F, vérifie évidemment (E3). Comme « vérifie (ii), F,
vérifie (Es). Enfin, puisque par définition de F, et U,,

| Fall,x) = U,

xeX

VUQ(I,I) == Ua,,

F, vérifie (Eg). 1l est clair, d’apres les définitions, que, pour tout single-
ton o de (X,V), on a ar, = @ et que, pour tout U € O et toute fleche
F:({l},Vy) - (X,V),onaF,, = F.O

Remarque : Pour tout singleton a de (X, V), la section locale de Obs(X, V)
qui correspond a « est la section s, définie sur U, = | J ., @(x) par:

pour touti € U,, s,(i) =[<i,x>]y, oux esttel queie a(x).

Ainsi, pour tout ensemble empirique (X, V) sur I, les points de ’en-
semble empirique (£, ), ou Z = . (0bs(X, V)), sont les singletons de
(X, V). De plus, (2, 7) est "complet" au sens suivant : tout singleton de
(Z°,7) correspond a un point de 2~ (toute section locale de Obs( 2", )
est de la forme X pour un certain x € 2"). En effet un singleton de (2", 7))
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est défini par une fleche F : ({1}, Vy) — (27, ¥'). Pour une telle fleche, soit
I’application o : U — Obs(X, V) définie par

or (i) = 5(i) € Obs(X, V),

ouse Z esttellequeie F(I,s).

L application o est bien définie sur U puisque, sii € F(I,s) n F(I,s'),
alors i € ¥ (s,5'), c’est-a-dire s(i) = s'(i). oF est fibre a fibre et continue.
En effet, sii € Uetsis e 2 sonttels que or(i) = s(i), alors i € F(I,s),
ouvert, et ’on a or(j) = s(j) pour tout j € F(I, s). Ainsi o coincide avec
s sur un voisinage de i et est donc continue en i. Cette propriété valant pour
tout i € U, o est continue et est donc une section locale de Obs(X, V), i.e.
or € Z . 1l est donc clair que, pour tout s € 2,

F(l,s) =V (op,s) ={iel:op(i)=s(i)}

et
| Fll.s) = U = (o, 0%).
seZ
Dong, tout singleton de (2", ¥') est de la forme s € 2~ — ¥ (0, s) pour
un certain o € 2. Donc (2, 7') est complet au sens ci-dessus.
(Z',7) peut étre défini comme le "complété” de (X, V) dans le sens
suivant : (2, 7') est I’ensemble empirique dont les points sont les singletons
de (X, V) et la fonction d’observation la fonction qui a deux singletons « et

@' de (X, V) associe I’ouvert de [ suivant :

U [a(x) 0 o/(x)]

xeX

(fonction obtenue en "traduisant” la fonction d’observation ¥ de (2", ¥) en
terme de singletons de (X, V)). Lorsque @ et @’ sont de la forme x” — V(x, x”)
et X" — V(x',x") ot x, x’ € X, cette fonction d’observation associe a « et @’
I’ouvert V(x, x').

Ainsi, les recombinaisons d’observations partielles de points objectifs
font que les observateurs n’obtiennent que les singletons de (X, V). Mais, ces
points "artificiels" de (X, V) étant les points "objectifs" de (2", ¥'), des lors
que (X, V) et (2, 7) sont isomorphes, la distinction entre points "objectifs"
et points "artificiels" de (X, V) tient-elle vraiment ? Peut-on dire que ce sont
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les points de X qui sont les points "objectifs" de (X, V), ¢’est-a-dire ceux qui
fournissent matiere a observation ? En effet, pour toute famille génératrice
X' de sections locales de Obs(X, V), en posant, pour tout s € X :

V'(s,s) = Uy, ouvert de définition de s,
et, pour tous s,7 € X' :
Vi(s,t) ={ie U n U, :s(i) =t(i)},

I’ensemble empirique (X', V') est, lui aussi, isomorphe a (X, V) et peut ne
contenir aucun point "objectif" de (X, V), c’est-a-dire qu’aucune des sec-
tions X, pour x € X, n’appartient a X’.

Une question cruciale se pose alors : qu’est-ce-qui est réellement ob-
servé ? De quels objets (points "objectifs") les observateurs de I font-ils
I’observation ? L’équivalence entre la catégorie des faisceaux sur / et la caté-
gorie O-SET fait que, dans le cadre de cette derniere, nous n’avons (pas plus
que les observateurs) le moyen de déterminer en quoi consistent les points
"objectifs" d’un ensemble empirique (X, V) donné. En effet, si les points "ar-
tificiels" de (X, V) trouvent leur expression sous la forme de singletons, de
(X, V), aucune notion ne correspond aux points "objectifs".

Aussi la notion méme d’ensemble empirique se dissout-elle dans cette
équivalence. Pour ce qui est des observations, de quoi sont-elles les observa-
tions ?

4.2 Retour sur la question des fleches

Tout comme avec la catégorie Q-SET, les problemes rencontrés avec la ca-
tégorie @-SET - problemes liés a ces isomorphismes ol se trouve engloutie
la notion de "point objectif", et ainsi d’"objet observé" - amenent a remettre
en cause I’usage de cette catégorie, équivalente a la catégorie des faisceaux
sur I, pour représenter la notion intuitive d’ensemble empirique, et cela en

raison de la définition de ses fleches.

Dans le cas général de Q-SET, I’(in)aptitude de cette catégorie a rendre
compte (en raison de la définition de ses fleches) des notions dont elle est
censée fournir une représentation formelle a déja été mise en cause (voir
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§ 2), ce qui nous a conduit a introduire la catégorie F*Q-SET. Notons, des
a présent, que dans la catégorie F*@-SET aucune des difficultés auxquelles
nous sommes confrontés dans @-SET, c’est-a-dire dans le cas général des
ensembles empiriques (X, V) quelconques, ne se présente plus. Ainsi, par
exemple, les seuls singletons de (X, V) qui sont des éléments de (X, V) sont
ceux qui correspondent aux points de X.

Aussi se bornera-t-on a ne considérer que les problemes posés par la défi-
nition des fleches de la catégorie ©-SET, problemes spécifiques a la situation
qui nous occupe et qui échappent a la discussion générale sur Q-SET, parce
que liés aux observateurs.

Le probleme central est de comprendre comment la définition de cette
catégorie (de ses fleches) conduit a rendre isomorphes des ensembles em-
piriques comme (X, V) et (27, ¥) et, par suite, des ensembles empiriques,
comme (X, V) et (X', V') dans I’exemple ci-dessus, qui ne partagent aucun
"point objectif".

Remarquons d’abord que la définition des fleches de Q-SET, c’est-a-
dire des "fonctions empiriques" dans la terminologie introduite par Bénabou
[2], n’exige d’elles aucun fondement "objectif". Ainsi, du point de vue des
rapports des ensembles et des fonctions empiriques aux entités "objectives"
correspondantes, cette catégorie présente une forte dissymétrie entre le statut
de ses objets et celui de ses fleches :

- la définition d’un ensemble empirique (X, V) comprend la donnée d’un
ensemble X de points "objectifs" a observer,

- la définition d’une fonction empirique entre (X, V) et (¥, W) ne fait
intervenir aucune donnée "objective".

Une catégorie tient surtout par ses fleches et il semble que la perte d’ob-
jectivité des points (de la notion de "point objectif") dans la catégorie O@-SET
soit effectivement due a cette absence d’exigence d’un fondement objectif
dans la définition de ses fleches. On peut s’en convaincre a la lumiere du
résultat suivant.

Soient (X, V) et (¥, W) deux ensembles empiriques. Considérons les en-
sembles empiriques (2, 7) et (¥, #) tels que 2~ = . (0bs(X,V)) et
% = .7 (0bs(Y,W)) etou ¥ et # sont les fonctions d’observation définies
comme en 4.1. Soit F une fleche (X, V) — (¥, W). Alors il existe une fonc-
tion (et une seule) f : 2~ — % qui fait commuter le diagramme :
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xv)—E . (rw)
Hy| |Hy' H,'| | Hy
(2.,7) CR%

ou I'application .# : 2" x & — 0, F(s,t) = W (f(s),t) est une fleche
(Z2,7) = (%, #)etF = H,' 0.7 o Hy, ol Hy et Hy sont respectivement
les isomorphismes (X,V) — (Z,7) et (,W) — (#,#). Ainsi a toute
fonction empirique (X, V) — (¥, W) correspond une fonction objective entre
Z et %, ensembles constitués des points "artificiels" reconstruits par les
observateurs a partir d’observations partielles des points de X et Y. Ainsi,
pour retrouver, a partir des fonctions empiriques entre points objectifs, les
fonctions objectives, il faut considérer les points "artificiels" !

Cette situation est entierement imputable a I’équivalence entre @-SET
et la catégorie des faisceaux sur /. Que ces isomorphismes (Hy et Hy) qui
posent probleme s’obtiennent via cette équivalence peut conduire a remettre
en cause cette derniere. Il semble, néanmoins, que la question primordiale
est moins celle de cette équivalence que celle de la raison pour laquelle elle
conduit a ces isomorphismes.

En effet, est-il 1égitime que les ensembles empiriques (X, V) et (27, 7)
donnent lieu au méme espace d’observations ? Cela nous conduit a examiner
a quoi correspondent, en termes d’observateurs, les fleches de la catégorie
des faisceaux.

Une fleche entre deux espaces d’observation Obs(X, V) et Obs(Y, W) est,
comme on le sait, une application f : Obs(X, V) — Obs(Y, W), continue et
fibre a fibre. Elle définit donc, pour tout i € | J ., V(x, x), une fonction entre
les fibres au-dessus de i de Obs(X, V) et de Obs(Y, W) : chaque observateur
i établit une correspondance f; entre les observations qu’il fait de X et celles
qu’il fait de Y. La fleche f apparait ainsi comme une collection de telles f;,

pouri € |y V(x, x).
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Dans le cas général, une telle collection ne peut se comprendre comme
une observation de fonction (entre X et Y). Mais f étant continue, on pourrait
espérer de cette utilisation de la topologie de I que la collection

{f,-:ieUV(x,x)}

xeX

qui la constitue présente une cohérence suffisante pour que 1’on puisse consi-
dérer f comme une fonction des observations. Or I’expression, en termes
d’observateurs, de la continuité de f, montre qu’il n’en est rien : la topolo-
gie sur [ est utilisée a minima, la continuité de f demandant uniquement, au
niveau des f;, que I’on ait :

(P) : Pourtoutie |, V(x,x)sixe Xetye Y sont tels que :

fill<ix>]y) =[<iy>]w,
alors il existe un voisinage U de i tel que pour tout j € U,

fill<ix>lv) =[<jy>lw.

ce qui signifie que, pour constituer une telle fleche f, les fonctions f; sont
seulement contraintes a se "recoller" point par point.

Or, la topologie sur I nous permettrait d’imposer des conditions de co-
hérence plus fortes sur la collection des f; que la simple condition (P). On
pourrait imposer, par exemple :

(P") : Pour tout i € | J .y V(x,x), il existe un voisinage U de i tel que, pour
tout x € X, si f; ([< i,x >]v) = [< i,y >]w, alors, pour tout j € U nV(x, x),
il existe y' € Y tel que :

[<i,y >|lw=[<iy>]w
et:

fil<ix>lv) =[< iy >lw.
voire la condition suivante, encore un peu plus exigeante :
(P") : Pour tout i € | J,.x V(x, x) il existe un voisinage U de i tel que :

pour tout x € X tel que V(x,x) n U # ¢, il existe y € Y tel que, pour tout
jeV(x,x)nUona:
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fill<jx>lv) =< jy >lw.

La vérification d’une de ces conditions (en particulier (P”)) permettrait
de comprendre la fonction f : Obs(X, V) — Obs(Y, W), formée par la col-
lection des f;, comme une fonction des observations. Avec la condition (P”),
il s’agit d’un recollement d’observations de fonctions "objectives" puisque,
pour tout i € | .. V(x,x), on a, pour un certain voisinage U de i, une fonc-
tion :

foi{xeX:Vix,x)nU=#g} -7,

qui est telle que, pour tout observateur j € U,on a:

fill<jhx=>]v) =[< Ji fu(x) >]w.

Dans le cas ot X est fini, les propriétés (P), (P’) et (P”) sont équivalentes.
Mais dans le cas général, la contrainte de "cohérence" imposée par la seule
continuité (propriété (P)) a la collection des f; pour qu’elle constitue une
fleche de la catégorie des faisceaux est extrémement lache : les observateurs
ne peuvent plus, des lors, faire le "tri" de leurs observations.

Or, en se placant du point de vue des observateurs, il est facile de sélec-
tionner les fleches de la catégorie des faisceaux correspondant a des "obser-
vations de fonctions".

Ces résultats nous conduiront a considérer la catégorie dont les objets
sont ceux de ©-SET (a ceci pres que la topologie @ n’est pas supposée com-
plete) et dont les fleches sont définies par des fonctions observables, ¢’ est-a-
dire des fonctions f de X dans Y telles que :

V(x,x') = W(f(x), f(x'),
pour tous x, x' € X : tout observateur qui voit x voit f (x) et tout observateur
qui confond x et x’ confond f(x) et f(x').

Nous serons également amenés a considérer la catégorie dont les objets
sont ceux de F*@-SET et dont les fleches sont définies par des fonctions

strictement observables, ¢’est-a-dire des fonctions f de X dans Y telles que :

(1) f est observable,
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(ii) pour tout x € X, V(x,x) = W(f(x), f(x)).

Les catégories ainsi définies feront 1’objet d’un prochain article. Nous
montrerons que la premiere est une catégorie cartésienne fermée mais n’est
pas un topos, et que la seconde est un topos booléen.

5. Conclusion

La catégorie @-SET, a I'instar de 2-SET, est un topos (un résultat connu
dont le présent article fournit une nouvelle démonstration), mais le substrat
intuitif ne peut étre préservé que dans le cadre restreint des topoi booléens.
En revanche, les catégories FO@-SET et S FO-SET ne forment pas des topor
et ne revétent donc pas I’intérét mathématique escompté.

Ces résultats (négatifs) sur les 2-ensembles et les ensembles empiriques
commandent, selon nous, de redéfinir a nouveaux frais ces derniers et, comme
il y est fait allusion au paragraphe 2.2 ci-dessus, d’étudier plus avant I’intérét
du concept de topos dans le cadre des ensembles empiriques mais également
dans un cadre plus large. Sans entrer dans le détail d’une telle étude, qui fera
I’objet d’un prochain article, versons quelques éléments au dossier.

Rappelons, tout d’abord, que le terme de "topos" fut choisi, en associa-
tion avec celui de topologie, par Grothendieck pour suggérer qu’il s’agit de
1I’"objet par excellence " auquel s’applique I’intuition topologique, un terme
devant étre considéré comme une sorte de généralisation du terme d’"espace"
(topologique), une "extension insoupgonnée, pour mieux dire, une métamor-
phose de la notion d’espace " [5] . La définition des ensembles empiriques a
la Bénabou procede de cette démarche et ambitionne notamment de mettre
en évidence des liens entre topos et topologie.

Un point crucial dans la définition des ensembles empiriques est la transi-
tivité de la fonction d’observation V, hypothese ! liée a celle que I’ensemble
des observateurs I est structuré par la donnée d’une topologie. La topolo-
gie, par le biais du quatrieme axiome de définition du concept de voisinage,

1. Cette hypothese n’est pas aussi naturelle qu’elle peut le sembler au premier abord :
ainsi, d’apres Poincaré [9] : les "résultats bruts de 1I’expérience" nous suggerent de regarder
"A=B, B=C, A< C"comme étant "la formule du continu physique".
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introduit en effet une hypothese de transitivité : si U est un voisinage de x,
il existe un voisinage W de x tel que, pour tout y de W, U soit un voisi-
nage de y. Notons, en outre, que toute topologie peut €tre obtenue a partir
d’une structure quasi-uniforme transitive. Appréhender la notion de percep-
tion d’un objet par un ensemble d’observateurs au moyen de la topologie est
donc problématique.

La topologie de Grothendieck dont la définition correspond au désir de re-
présenter la modalité "localement”, apporte a cette remarque un éclairage
particulier. En effet, si J est une topologie de Grothendieck sur une catégorie
C, un J-faisceau est un préfaisceau pour lequel le passage du local au global
est possible. Par exemple, pour un crible I" couvrant un ouvert U, la donnée
de fonctions continues sur chaque ouvert du crible, compatibles entre elles,
c’est-a-dire telles que pour W; < W, ouverts du crible, la fonction don-
née sur W, soit la restriction de celle donnée sur W,, détermine une unique
fonction sur U tout entier. C’est exactement ce que dit la définition des fais-
ceaux : un faisceau est un préfaisceau pour lequel, d’une certaine fagon, local
et global coincident.

Dans un topos 7, ’objet 2 joue le role d’objet des "valeurs de vérité"
puisqu’un sous-objet d’un objet X est déterminé par sa fleche caractéristique
de X vers . Une fleche j: 2 — Q peut donc étre interprétée comme une
modalité, puisqu’elle agit sur les valeurs de vérité. Toutefois, pour qu’elle
ait un comportement conforme a I’'idée intuitive de ce que I’on entend par
"localement”, on peut exiger que j satisfasse les propriétés suivantes , ol la
fleche T : 1 — @ désigne la "valeur de vérité " vrai dans 7 :

(i) joT =T,

(”) Joji=1J,

(iil) jon=no(ixJ),

propriétés qui se traduisent de la fagon suivante : (i) : pour tout concept stable
par restriction (continuité, différentiabilité, etc.), donc tout concept autori-
sant une notion de préfaisceau, "globalement" implique "localement" (une

fonction continue est localement continue); (if) : "localement" est idem-
potent (A est localement localement p si et seulement si A est localement
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p); (iii) : "localement" commute avec la conjonction (A est localement p
et g si et seulement si A est localement p et localement g). Ces propriétés
présentent I’avantage de "coller" a celles permettant de définir une topologie
sur un ensemble au sens habituel du terme, donc de généraliser cette der-
niere (plus exactement de généraliser la notion de fermeture). Mais cela met
également en évidence deux points problématiques.

D’une part, une condition nécessaire pour qu’une famille U = (U,);
d’ouverts soit un crible pour un ouvert U d’un espace topologique (E, O(E))
est que O(E), en tant qu’algébre de Heyting, soit complétement distributive,
donc complete. La généralisation opérée par la topologie de Grothendieck
(donc par la topologie de Lawvere-Tierney) constitue également une perte
de généralité.

D’autre part, I’énoncé de ces propriétés souligne la fragilit¢ de I’hypo-
these sous-tendant (ii) : I’idempotence du "localement”, en particulier si on
I’envisage sous 1’angle de la "proximité" (ce que la topologie et, d’ailleurs,
les structures uniformes ambitionnent de prendre en charge), est pour le
moins discutable.

Par ailleurs, le concept de classificateur de sous-objets, outil de I’interna-
lisation, n’est pas sans poser de problemes. Outre qu’il conduit a une remise
en cause du primat du structurel sur le logique (qu’est-ce qu’une logique in-
terne a une structure ?), il se trouve a I’origine d’une tension insurmontable
entre point de vue "interne et point de vue "externe".

Il est clair enfin que ces problémes sont également liés aux contraintes
imposées par la définition de I’exponentiation, propriété cardinale des caté-
gories cartésiennes fermées, donc des topoi.

En effet, la propriété d’exponentiation impose que, pour tout couple d’ob-
jets < A, B > il existe un objet exponentiel B4 et une fleche d’évaluation
e: B* x A — A telle que, pour toute fleche g : C x A — B, il existe une
fleche adjointe § : C — B4

g:CxA—B
$:C— B

telle que e o (g x idy) = g, donc une bijection :

Hom(C x A, B) ~ Hom(C, B*).
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Or, cette propriété n’est autre que la traduction catégorique de la regle
(classique et intuitionniste) d’introduction de I’implication

Iy
r—=¢—y

ou, de fagon équivalente, de I’axiome du paradoxe positif : - ¢ — (¢ — ¥),
regle en vertu de laquelle, si ¢ est prouvable a partir de I, alors il en est de
méme de ¢ — ¥ gratis prodeo. Peut-on imaginer entorse plus manifeste au
constructivisme censé inspirer 1’intuitionnisme, partant la théorie des topoi ?

Le concept de topos n’est donc pas réellement adapté a une saisie intui-
tive du spatial. Aussi est-il souhaitable de mettre a 1’ordre du jour 1’élabo-
ration d’une nouvelle analysis situs [3] qui s’affranchisse de ces problemes
et fournisse, entre autres, un cadre formel a la notion intuitive d’ensemble
empirique et a la notion d’observation.
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Résumé. V étant une catégorie monoidale, il y a trois facons d’enrichir une
catégorie dans V. On obtient les trois concepts de 1) catégorie V-enrichie (ou
V-catégorie - voir [3]), 2) catégorie V-prétensorisée (voir [1], [5] et [4]), 3)
catégorie V-précotensorisées. On montre dans cette partie I comment passer
des uns aux autres et les équivalences qui en résultent. Dans la partie II on
introduira le concept de catégorie mutante sur V (voir [2]) qui généralise
les trois concepts précédents. On construira alors les trois plongements 2-
pleinement fideles attendus vers la 2-catégorie des catégories mutantes (sur
V).
Abstract. Let V be a monoidal category. There are three manners to enrich
a general category in V. We get the three following concepts :
1) V-enriched category (or V-category - see [3]), 2) V-pretensorised category
(see [1], [5] and [4]), 3) V-precotensorised category. In this part I, we show
how to pass from one to the other and the equivalences of 2-category which
result of them. In the part II we will introduce the concept of mutant category
on V (see [2]) for generalise the three concepts come before. We will build
three 2-functors full and faithfull to the 2-category of mutant categories (on
V).
Keywords. Monoidal category. Enriched category. Bicategory. Fibred cate-
gory.
Mathematics Subject Classification (2020). 18D20.
Introduction aux deux parties
e Le concept de catégorie monoidale est particulierement central en théorie
des catégories car il permet une généralisation du concept méme de catégorie.
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C’est ce que sont les catégories V-enrichies (aussi appelées V-catégories
ou catégorie relative dans V voir [1] et [3]). Comme leur nom I’indique
ces “catégories” (généralisées) sont attachées a un V qui est précisément
une catégorie monoidale. En plus de conserver la plupart des propriétés
habituelles des catégories (elles ont d’ailleurs une vraie catégorie sous-ja-
cente) elles vont hériter des particularités de V qui viennent les étoffer. Elles
les enrichissent” (d’ou leur terminologie). Mais, partant toujours d’une
méme catégorie monoidale V, il y a d’autres fagcon d’enrichir une catégorie
comme par exemple en faisant opérer V sur cette catégorie (a la fagon d’un
monoide opérant sur un ensemble). Ce concept, moins connu, appelé ”Ac-
tion a gauche de V sur une catégorie” (voir [1]), ou encore”V-module” (voir
[5]) ou “catégorie V-tensorisée” (voir [4]) n’est pas sans rapport avec les
catégories V-enrichies et I’on peut passer d’un concept a 1’autre selon les
propriétés “universelles” de ceux-ci.

Mais avant d’aborder techniquement ces questions dans les chapitres qui
vont suivre il est important de préciser un peu ce que 1’on veut dire.

e (Partie I) — Pour une catégorie enrichie C dans une catégorie monoidale
V = (V,I,®,...) deux éventualités s’offrent a elle. Elle peut étre ” a
tenseurs” ou ” a cotenseurs’.

— Si on envisage la premiere possibilité, on constate que V se met a opérer
(a gauche) sur la catégorie C sous-jacente a C. De fagcon plus précise, on a
un foncteur ”produit tensoriel extérieur” A : V x C — C et deux familles na-
turelles de fleches sy : INX — Xetamapx : (AQB)AX — AN(BAX)
(ou VX € |C|, sx est inversible) vérifiant des axiomes de cohérence copiés
sur ceux des catégories monoidales.

— De méme, si on s’intéresse a la deuxieme possibilité, c’est V7 qui opere
a droite sur la catégorie C. La encore, de fagon plus précise, on a un foncteur
“Hom interne” H : C x V% — C (Notons X* = H(X, A)) et deux familles
naturelles de fleches ox : X — X' et amapx @ (XP)? — XB®4 (on
VX € |C|,ox est inversible) vérifiant des axiomes de cohérence “duaux” de
ceux signalés précédemment.

On a appelé catégorie V-prétensorisée une catégorie quelconque £ mu-
nie d’un foncteur A : V. x E — E et de deux familles de fleches (sx)
et (amy g x) comme ci-dessus, vérifiant les axiomes de cohérence signalés
plus haut. De méme, on a appelé catégorie V-précotensorisée une catégorie
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quelconque £ munie d’un foncteur H : £ x V? — FE et de deux familles
de fleches (ox) et (ama p x) comme ci-dessus, vérifiant les axiomes de
cohérence comme signalés précédemment.

Mais, chose surprenante, ces deux structures, la prétensorisée et la pré-
cotensorisée, n’ont pas oublié le caractere enrichi dont elles sont issues.
En effet, si pour une catégorie V-prétensorisée £/, on nomme enrichissable
celle pour laquelle, pour tout X de | E| le foncteur (—) A X : V. — E admet
un adjoint a droite, ou si pour une catégorie V-précotensorisée £, on nomme
aussi enrichissable, celle pour laquelle, pour tout X de |E| le foncteur X () :
V° — E admet un adjoint a gauche, alors dans chaque cas on construit
canoniquement une catégorie enrichie £ sur V telle que £ ~ E. De la méme
facon, les caracteres précotensorisée ou prétensorisée sont aussi présent po-
tentiellement pour les catégories V-prétensorisées ou V-précotensorisées.
En effet, E = (£, A, ...) étant une catégorie V-prétensorisée, si on convient
d’appeler cotensorisable celle pour lequel, pour tout A de |V| le foncteur
AN (=) : E — E admet un adjoint a droite, on construit, dans cette situ-
ation, une structure précotensorisée canonique sur . De méme, pour une
catégorie V-précotensorisée E = (E, H, ...), on dit qu’elle est tensorisable si
pour tout A de |V le foncteur (—)# : E — E admet un adjoint & gauche. La
encore on construit, dans cette catégorie, une structure prétensorisée canon-
ique sur £.

On résume tout ce qui vient d’€tre dit avec le schéma suivant :

cat. enrich.

enrichissable enrichissable
atens. a cotens.
2 cotensorisable Z
cat. pretens. R —— cat. precot.

tensorisable

En observant ce schéma on ne peut que constater que les trois concepts
précédents décrivent en fait une méme “idée” sous différentes formes (ou
présentations).

Cette impression se confirme encore en constatant qu’on peut faire des mor-
phismes “mixtes” ¢’est- a-dire entre deux présentations différentes. On donne
le cas particulier qui suit, qu’on a appelé une V-passerelle P entre une
catégorie V-enrichie C et une catégorie V-prétensorisée E. C’est la donnée
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d’une application |P| : |C| — |E| et d’une famille de fleches de E,
(C(XY)AIPI(X) = |P(Y))

qui, comme les foncteurs que ces donnés généralisent, préservent 1’identité
et commutent avec la composition (voir I, section 5).

e (Partie IT) — A ce stade de réflexion sur cette “idée d’enrichissement”
commune aux trois concepts précédemment étudiés il était impératif de lui
donner un sens mathématique. Un nouveau concept s’impose. Nous lui
avons donné le nom de catégorie mutante (sur V) (René Guitart I’avait ap-
pelé bicatégorie V-graduée voir [2]). En voici une définition précise :

C’est la donnée B :

— d’une bicatégorie B,

— d’un morphisme strict de bicatégorie U : B — V (ou la catégorie monoi-
dale V est vue comme une bicatégorie a un objet x, ses fleches (resp. 2-
cellules) sont les objets (resp.fleches) de la catégorie monoidale).

Ces deux données sont astreintes a vérifier I’axiome suivant : Pour tout
X.,Y € |B|, le foncteur Uxy : B(X,Y) —» V(UX,UY) = V(*,x) = V est
une fibration discrete.

Comme on I’espérait, les catégories V-enrichies, les catégories V-prétensori-
sées et les catégories V-précotensorisées forment des classes d’exemples de
catégories mutantes. On dit de celles-ci que ce sont des exemples de base
de catégories mutantes. Mais chose étonnante, on montre que tout catégorie
fibrée [E sur une catégorie de base B a produits fibrés donne a chacune de
ses fibres £z une structure de catégorie mutante sur la catégorie cartésienne
(donc monoidale) B/ B.

L’étude des catégories mutantes apporte aussi son lot de surprises. On con-
struit ainsi sur chacune d’elle une composition (dite) stricte entre les fleches
de B (ce sont les fleches de B qui s’envoient sur [ par U) avec les autres
fleches de B (composition a droite ou a gauche). En effet cette composition
est strictement associative et a strictement une unité a droite et a gauche. En
particulier B forme une catégorie qu’on appelle la catégorie sous-jacente a
B. Puis on construit canoniquement un foncteur 7'ri : V¥ x B? x B — Ens.
Ce foncteur T'ri va permettre de définir trois spécificités possibles pour une
catégorie mutante (on les appelle des “saveurs” en prenant exemple sur la
physique des particules). Ces trois saveurs sont 1’enrichie, la tensorisée et
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la cotensorisée. Evidemment, les trois exemples de base de catégories mu-
tantes ont des saveurs homonymes. De facon précise. Apres avoir remarqué
que les catégories V-enrichies, les V-tensorisées, les V-cotensorisées et les
mutantes sur V, forment chacune d’elles une 2-catégorie notée respective-
ment V-Cat, V-Pretens, V-Precot et Catp(V), on construit des plonge-
ments 2-pleinement fideles pe : V-Cat — Catu(V), ut : V-Pretens —
Catu(V) et uc : V-Precot — Catu(V). On plonge aussi les V-passerelles
dans C'atp(V). Remarquons enfin que, pour une catégorie fibrée E sur une
catégorie B a produits fibrés, alors [E est localement petite ssi pour tout
B € |B|,Epg, en tant que catégorie mutante sur B/ B, est de saveur enrichie.
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PARTIE 1
VUE D’ENSEMBLE DE PENRICHISSEMENT

Sommaire

1. Catégories enrichies a tenseurs

2. Les catégories V-prétensorisées

3. Les catégories V-précotensorisées

4. Réduction des catégories V-précotensorisées
5. Les passerelles

1. Catégories enrichies a tenseurs

Fixons au départ une catégorie monoidale V = (V, I, ®, u,, u4, ass) et don-
nons nous, pour commencer, une catégorie enrichie C dans V. Notons C la
catégorie sous-jacente a C et :
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Pour chaque X € |C|,QX C—Vet Yy C°? — V les foncteurs définis...
- sur un objet Y € |C], par y* (V) = C(X,Y) ety (V) = C(Y, X).

- sur une fleche f : Y — Y’ de C (soit une fleche f : I — C(Y,Y”) de V),
QX (f) estle composé suivant :

f®Ild comp

CX,Y)—“-TecX, V) ZScv,Y) 2 CX, V)2 (X, Y") .
Similairement y () est le composé suivant :

comp

Idx f
(Y’

CY, X)Cc(V, X))ol —C(Y, X)oC(Y,Y) ZEC(Y, X) .

Rappelons maintenant les définitions suivantes :

Définition 1.1. : 1)On dit que C est a tenseurs si pour tout X € [C| le
foncteur QX : C — V admet un adjoint a gauche (On fixe (=) A X : V. — C
un adjoint a gauche et 7% : Idy — y* (— A X) une unité de 1’adjonction).
2) On dit que C est & cotenseurs si pour tout X € |C| le foncteur

Yy, : C” — V admet un adjoint a gauche (On fixe X5V — C%un

adJ01nt a gauche et X : I'dy — y X(X (<)) une unité de 1’adjonction).

Proposition 1.2. : On suppose C a tenseurs. Alors on peut munir C des
données suivantes:

1) Un foncteur A : V. x C — C,

2) Deux familles naturelles de fleches (1 A X =5 X) xelc| et

(A® BYAX T22% AN (BAX))aBx)evxvxc)

Ces données satisfont les propriétés suivantes :

a) Les fleches sx sont inversibles.

b) Pour tout A € [V et X € |C] les deux triangles suivants commutent:

(I®A)NX N(ANX)
m /
ANX
(A®I)ANX AN(INX)
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c)Pourtout A, B,C € |V| et X € |C| le diagramme suivant commute:

(A®B)@C)AX assnld (A® (BRCO)AX
(A B) A (C A X) AN(B®C))ANX)

R%

AN (BA(CAX))

Preuve : - Commengons par construire le foncteur A : V. x C — C.
On connait déja pour chaque X € |C|, (—) A X : V. — C. Définissons
maintenant, pour chaque A € |V|, AA (=) : C — C. Sur une fleche
x: X =5 X'deC, IdNz: ANX — AA X' est’unique fleche de C qui
rend le carré suivant commutatif dans V:

77231(/ / /

A C(X',ANX")

nfl Lywm
—_— /

C(X, AN X)EX([dAx)C(X, ANX')

A se définit alors sur une fleche quelconque (a,z) : (A, X) — (A, X')
en posant

ANX L ANX = ANX DL A px T2 A A X =

ANX AL AN XL AN X

Cette dernicre identité résulte des identités suivantes :
y*(IdAz).y*(anId).n) = QA,AX,(:(:).nif/ a=y*(aNId).y*(IdNz).n
ol la seconde identité résulte de cette autre identité dénotée (/1) : pour tout
(z,y): (X,)Y) = (X", Y')deC x C:

Yy, ().~ (

v) =y (1), (2)

La fonctorialité de A résulte de celles de (—) A X et AA(—) (La fonctorialité
de A A (—) résulte aussi de ’identité (I1) ci-dessus).

- Pour construire sx, pour chaque X € |C|, et montrer que c¢’est un isomor-
phisme, il suffit de montrer que (X, idx : I — C(X, X)) est un objet libre

79



J. PENON L’ENRICHISSEMENT ET SES DIFF. PT DE VUE

associé a I, pour le foncteur QX . sx : I N X — X estalors I’'unique fleche
de C qui vérifie I'identité y~ (sx).n¥ = idx. La naturalité de sx en X se
montre sans difficulté.

- Pour chaque (A, B, X) € |V x V x (|,

amapx : (A® B)AX — AN (B A X) est 'unique fleche de C qui fait
commuter le carré suivant dans V :

" g

C(BANX,AN(BAX))®C(X,BAX)

MAoB l jcamp

C(X,AN(BAX))

yX(ama,B,x)

- La naturalité de am se montre sur les trois types de fleche suivants :
(a,Id, Id),(Id,b,Id), (Id,Id,z) ot a,b sont dans V et x est dans C. On
utilise pour chacun d’eux les identités suivantes (/2), (13) et (14), ou

xtloy 9.7 " T sont des fleches de C :

come7y7T.(gY(h) ® Ide(x,vy) gx(h).compxyvz

2
compx,zr.(Idezm) @y~ (9)) = compxy,r-(Y,(9) @ Ide(x,y))
COme,Z,T~(IdC(Z,T) & Qz(f) I:4 QT<f)'CompY,Z,T

.. Pour le premier type de fleche, cela résulte des identités suivantes :
X(am).y*((a @ Id) A Id).nXez = comp.(n5M @ ) .(a @ Id) =

X(a A (Id AN 1d)).y* (am).nXyp ot la seconde identité résulte de (12).

.. Pour le second type de fleche, cela résulte de :

X (am).yX ((Id @ b) A 1d).niez = comp.(n5 " @n).(Id @ b) =

X(Id N (b A Id)).y™ (am).nigp ob la seconde identité résulte de (12) et
13).

.. Pour le troisieme type de fleche, cela résulte de :

v (am).y* (Id A2)0op = Yy, s (@)-comp.(nF" Y @ ') =

y*(Id A (Id A x)).y™ (am).14g 5 OU la premire identité résulte de (1) et
la seconde identité résulte de(12), (13) et (14).

- La commutation des triangles du (b):

.. Pour le premier triangle, cela résulte des identités suivantes :

< <

< <

—~
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Y (ug A Id).nio = maug = y~(s).y™~ (am).nys 4 ot la seconde identité
résulte de (12).
.. Pour le deuxieme triangle, cela résulte des identités suivantes :
Y (ua A Id).n%er = i ug = y* (Id A s).y™ (am).m ou la seconde iden-
tité résulte de (12). B B
- Pour montrer la commutation du pentagone du (c). Notons f, (resp. fy) la
fleche composée de gauche (resp. droite) provenant du pentagone. L’identité
fq = fa varésulter des identités successives suivantes, avec 7' = C' A X, et
U= B/\(C/\X) V=AANBANCANX)),W=(BC)ANX:

(f d) A®B ®C —
COmpx,U,v (Idew,yy ® y* (amp.ox))- (N3 @ Npec)-assapc =
compx pv-(compryy @ Idecx,r)). (5 @ np) @0 ) =y~ (fo) -0 NasB)eC:
ol la premiere identité résulte de (12) et (/3) et la trois1eme 1dent1te résulte
de(72).

Proposition 1.3. :Soient C,C’ € |V-Cat|. On suppose C et C’ a tenseurs.

1) On se donne en plus un foncteur enrichi F' : C — C'. Notons F' : C — C’
son foncteur sous-jacent (on utilise aussi les données A, s et am construites
a la proposition précédente). £ est alors muni d’une famille naturelle

(pax : ANF(X) = F(AN X)) x)evx satisfaisant les conditions :
(M s) Pour tout X € |C| le triangle suivant commute :

o1,x

I AF(X) : F(IAX)

SFX F(sx)

FX

(Mam) Pour tout A, B € |V|et X € |C|, le diagramme suivant commute :

(A B)ANFX o AN(BAFX)
¢>j Lfdw
F((A® B) A X) ANF(BAX)

F(am) /

F(AA(BAX))
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2) On se donne cette fois, une transformation naturelle enrichie ¢ : F — F” :
C — C'. Alors, la transformation naturelle sous-jacente vérifie la condition
suivante :

(C¢) Pour tout A € |V]| et X € |C], le carré suivant commute :

IdAtx

ANFX —=SAANF'X

| |

Preuve : 1) Soient A € |V | et X € |C|. On définit ¢4 x comme 1’unique
fleche AN F(X) — F(AA X) dans C’ qui rend commutatif le carré suivant
dans V :

A L C(X,ANX)

nﬁ‘;xl jFX,A/\X

C(FX,ANFX) (FX,F(ANX))

_ C’
Y7 X (pa,x)

- La naturalité de ¢ se montre sur les deux types de fleche suivants : (a, Id)
et (Id,z) ou a est dans V et z est dans C. On utilise pour chacun d’eux les

identités suivantes, (J1) et (J2), ot X —2>Y —2~ Z sont dans C :

y"X(Fy).Fxy

FX,Z-QX (y) oY

Fsz‘gz("E) JZQ QFZ(E:E)‘FY’Z

Plus précisemment,

.. Pour le premier type de fleche, cela résulte des identités suivantes :

YPX (B 1)) (0)nhX = Py aonx o = g (6).g" (aA Td)ni
ou la premiere identité résulte de (J1).

.. Pour le second type de fleche, cela résulte de :

yFX (E([d A l‘))gFX (gﬁ)ﬁix = FX,A/\X/ 'gA/\X’(x)'nz)‘l(, =

QFX(gb).giFX(Id A F(z)).ni* ol la premiére identité résulte de (J1) et la
seconde identité résulte de(/1) et (J2).

- La propriété (M s) résulte des I’identités suivantes :
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Yy (E(sx))y" X (drx)mf X = idpx = y"*(spx).nf~, ol la premiere
identité résulte de (J1).
- La propriété (M am) résulte des identités suivantes :
v (E(am)) y™ (d)nhzp =
F(BAX

comp.(y" " (0) © "X (). (ny ) @ nfY) =
yFX(0) .y * (IdNg).yF X (am).nk Xy, ot la premitre identité résulte de (J1)
et la seconde identité résulte de(11), (12), (13).
2) La commutation de (C'¢) résulte des I’identités suivantes.

T (Eanx) YD) MEY = Y apn )y (@) oy~ =

Y
y (@) .y (Id A tx).ni™ ol la seconde identité résulte de (/1).

e Ces deux propositions nous conduisent a donner les définitions suiv-
antes :

Définition 1.4. :1) On appelle catégorie V-prétensorisée (a gauche)la donnée
E:

- d’une catégorie L ,

-d’unfoncteur A : V X E — E,

- de deux familles de fleches : (1 A X =5 X)) xc|p| et

ama B, x

(A® B)ANX ——= AN (B A X))(4,Bx)elvxVE|

Ces données sont astreintes a satisfaire les propriétés (a), (b) et (c) de la
proposition 1.2 . Lorsque, pour tout A, B, X, amy4 g x est inversible, on dit
que E est V-tensorisée (voir [4] et [5]).

2) E, [E’ étant des catégories V-prétensorisées, un morphisme E — E’ est la
donnée :

- d’un foncteur F : E — £,

- d’une famille de fleches (¢4 x : AN F(X) = F(ANX))ax)evxe de
E’, qui est naturelle en (A, X).

Ces données doivent satisfaire les propriétés (M s) et (Mam) de la proposi-
tion 1.3.

3) (F,¢),(F',¢") : E — E' étant deux morphismes entre catégories V-
prétensorisées, un 2-morphisme ¢ : (F,¢) — (F’,¢’) est la donnée d’une
transformation naturelle ¢ : F' — F’ vérifiant la propriété (C'¢) de la propo-
sition 1.3.

Remarque 1.5. : X. Rochard définit aussi des morphismes entre ses V-
modules (sa terminologie pour les catégories V-tensorisées). Ils correspon-
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dent aux morphismes (F, ¢) entre catégories V-tensorisées pour lesquels la
transformation naturelle ¢ est inversible (voir [5]).

e A partir de ces données on construit une 2-catégorie, notée V- Pretens.
Les propositions précédentes nous permettent de construire un 2-foncteur
® : V-ET — V-Pretens, ou V-ET est la sous-2-catégorie pleine de V-C'at
formée des catégories enrichies a tenseurs (On note de méme V-FE (' la sous-
2-catégorie pleine de V-C'at formée des catégories enrichies a co-tenseurs).
En fait, la vérification que V-Pretens est une 2-catégorie et que ¢ est un 2-
foncteur est quasi-immédiate, a I’exception de la commutation de ® avec la

composition. Dans ce cas, si C oo . ¢” sont des fleches de V-ET,
alors I’identité ®(F'".F) = ®(F").®(F) résulte de I’identité suivante :

yr I (E )y T (W px) mh T = FJIVX,F(A/\X)'FX,A/\X-UX ol on utilise
I’identité (J1).

Nous allons maintenant, dans la section suivante, nous efforcer de suivre
une démarche allant en sens inverse.

2. Les catégories V-prétensorisées

Les catégories V-prétensorisées (Déf. 1.4) généralisent donc les catégories
V-tensorisées (voir [5] et [4]).

Exemple 2.1. :1) Nous venons de voir que toute catégorie V-enrichie a
tenseurs génére un exemple de catégorie V-prétensorisée. A cette occasion,
donnons un exemple de catégorie V-enrichie C telle que ®(C) n’est pas V-
tensorisée (i.d. ses fleches am g x ne sont pas nécessairement inversibles
dans C) :

- Partons d’un espace topologique E. alors P(E) (I’ensemble des parties de
E)) est un ensemble ordonné. On peut donc le voir comme une catégorie qui
est méme a produits (avec I’intersection) donc monoidale. L’ ensemble F des
parties fermées de £ peut lui aussi €tre vu comme une catégorie. C’est méme
une catégorie enrichie dans P(E) en posant pour F, F' € F, F(F,F') =
FeUF' (ou F° est le complémentaire de F’ dans F). Cette catégorie enrichie
est & tenseurs et on voit que pour tout A € P(E)et F € F, ANF =ANF
(I’adhérence de AN F' dans E). F muni de A : P(E) x F — F est donc
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une catégorie prétensorisée ou sp = Id. Par contre pour A, B € P(E)
et ' € F, linclusion (AN B)AF C AN (B A F) qui n’est autre que
la fleche am 4 g , n’est pas toujours un isomorphisme (ici une identité). Il
suffit de prendre ¥ = R (muni de la topologie usuelle). A = Q, B = Q° et
F=10,1. Alors( ANB)AF =@ et AN (BAF)=][0,1].
2) Soit B une bicatégorie. Fixons deux objets X,Y € |B|. Alors B(Y, X)
a une structure de catégorie. Notons la £ (ou la composition provient de la
composition verticale de B) et B(X, X) a une structure de catégorie monoi-
dale. Notons-la V (ot le produit tensoriel provient de la composition hori-
zontale de B). Le foncteur A : V x £ — FE provient lui aussi de la composi-
tion horizontale de B. La transformation naturelle s est une restriction du u,,
de B et am est une restriction de 1’associativité de B. On obtient ainsi une
catégorie V-tensorisée.
3) Un cas particulier de I’exemple précédent est obtenu en prenant pour B
une catégorie monoidale V (Notons x I’'unique objet de la bicatégorie). Ainsi
V devient une catégorie V-tensorisée en prenant X = Y = %. On retrouve
I’exemple 1 donné dans [4](2.3).
4) Un deuxieme cas particulier est obtenu en prenant B = Cat, X = C dans
|Cat|etY = 1 ("la” catégorie finale). Si on identifie B(Y, X') = [1,(] ~ C,
on retrouve I’exemple donné dans [4] (exemple 2). Cet exemple est aussi
signalé dans [1].
5) Redonnons I’exemple 3 de [4](2.3). E étant une catégorie a limites a
gauche finies et Ml = (M, n, 1) une monade cartésienne sur £. On sait que
E/M (1) peut étre muni d’une structure monoidale V ou I = (1,7;) et pour
(C,7),(C", ') € |V], (C,7) @ (C", ') = (C, %) on C est le produit fibré
de C—= M(1) <= M(C"), eton

M ('

7= (622 ML vy e M(1)).

On fait de £ une catégorie V-tensorisée ou pour (C,7) € |V|et X € |E

(C,m) A X est le produit fibré de €' — M (1) <2~ M(X) .

6) Soit B une catégorie a produits fibrés et £ une catégorie fibrée sur B.
On suppose que pour tout f : X — Y de B, le foncteur changement de
base f* : Ey — Ex admet un adjoint a gauche (noté f,). Alors, pour tout
B € |B|, B/B est une catégorie cartésienne donc monoidale et la fibre E
a une structure de catégorie B/ B-prétensorisée, ol pour (A, a) € |B/B] et

)
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X € |[Eg|onprend (4,a) A X = a,a*(X).

Remarques 2.2. : 1) Dans ’exemple 6, la fibre Ep qui est une catégorie
B/ B-prétensorisée (sous les hypotheses proposées dans 1’exemple) n’est pas
toujours B/ B-tensorisée (comme contre-exemple on peut, en s’inspirant de
I’exemple (1) précédent, considérer le foncteur P(FE)? — Cat, A — F(A)
ol E est un espace topologique et F'(A) est I’ensemble des parties fermées
de A, vu comme sous-espace topologique de FE).

2) Lorsqu’en plus la catégorie fibrée [E vérifie le critere de Beck, alors pour
tout B € |B|, Ep est une catégorie B/B-tensorisée, car ama, g (B’ p),x
s’exprime a I’aide de la transformation naturelle canonique a, f™* — f*b,
résultant du carré cartésien suivant dans B :

A/ L B/

o]

Définition 2.3. :On dit qu’une catégorie V-prétensorisée E = (E,A,...)
est enrichissable si pour tout X € |E|, le foncteur (—) A X : V. — E
admet un adjoint a droite. On note (—)¥ le choix d’un adjoint a droite et
Ev¥ : (=) A X — (=) celui d’une co-unité de cette adjonction.

e On note V-T'E la sous-2-catégorie pleine de V-Pretens ayant pour ob-
jets les catégories V-prétensorisées enrichissables. Pour avoir des exemples
nous renvoyons a [4].

Proposition 2.4. :Si E est enrichissable il existe une structure de catégorie
V-enrichie canonique £ et un isomorphisme I' : £ — £.

Preuve : Méme preuve que dans [4] (section 2) out E(X,Y) = (—)*(Y)
Pour la construction de I',on a: |I'| = Id et, pour toute fleche f : X — Y
de £, I'(f) : I — £(X,Y) est]’unique fleche de V telle que le carré suivant
commute :

IAX D% x vya X
[
X Y
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Proposition 2.5. : 1) Soient E et £’ deux catégories V-prétensorisées en-
richissables et (F, ¢) : E — E’ un morphisme. Alors, il existe un foncteur
V-enrichi canonique F : £ — &', faisant commuter le carré suivant :

E-f. g

FL lp

E—rE

ou & et £ sont les catégories V-enrichies canoniques associées a E et E'.
2) Soient maintenant (F, ¢), (F”, ¢’) : E — E’ deux morphismes et

t: (F,¢) — (F',¢) une cellule. Alors, il existe une transformation na-
turelle V-enrichie canonique 0 : F — F' : & — &', vérifiant I’identité
suivante :I/dr.t = 6.Idr, ou F et F’ sont les foncteurs V-enrichis canon-
iques associés a (F, ¢) et (F', ¢').

Preuve : 1) Construisons F. On pose |F| = |F|. Puis, pour X, Y dans
|€| = |E| on considere I'unique fleche Fyy : E(X,Y) — E'(FX, FY) de
V qui fait commuter le carré suivant :

FxyANld

E(X,Y)ANFX2XLEe(FX, FY)ANFX

| o

FEX,Y)AX) FY

F(Ev)

On vérifie facilement que Fx y.idx = idpx. (On utilise I’axiome (M s)).
Pour la vérification de I’identité :

COmpFX,F}sz.(.FYZ & FXY = .sz.COTan’y,Z , On montre les identités
suivantes (ou A =E(X,Y),B=E(Y,2),U =&E(X,Y) A X):
EU??.(.FXZ A IdFX>.(COme,y7Z N Idpx) =

F(EU)Z/)F(]CZA VAN EU?).QZSB,U.(]dB VAN ¢A7X).am37A7FX ==

EvEX (comprx ryrpz A ldpx).(Fyz @ Fxy) A Idrx. (pour la premiére
identité on utilise (Mam)).

La vérification de la commutation du carré proposé se fait sans difficulté.

2) Construisons 6. Pour tout X € || = |E|, on pose 8x = ['(tx) (voir
la proposition précédente). On montre ensuite que 6 est une transformation
naturelle enrichie.
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Pour la vérification de I’identité :
Yy ¥ (0y).Fxy = Y,y (0x).Fiy , on utilise les propriétés (K1) et (K2):

PT() = Edx, ), 5 T(f) = E(f, Tdx),

pour tout f : Y — Y’ dans E, puis on montre les identités suivantes (ou
A=E(X,Y)):

EUE/);;.(S/(Idpx, ty) VAN [dpx).(fxy VAN [dpx) = F/(E’Uﬁ)/()'tA/\X-¢A,X =
EU}P;%(/.(E/(tX, [dply) A\ [dpx.(./—'}(y VAN [dpx),

ol pour la seconde identité on utilise (C'¢). La vérification de I’identité
donnée dans 1’énoncé se fait sns difficulté.

e A partir des deux propositions précédentes on construit canoniquement
un 2-foncteur ¥ : V-T'E — V-Cat (la vérification de la 2-fonctorialité se
fait sans difficulté). En fait, on constate que pour tout E € |V-TE|, U(E) est
a tenseurs. On le voit en remarquant que, pour tout X € |E| le triangle (T")

suivant commute :
E - £
N S
14

On peut alors restreindre ¥ a V-T'E/ — V-ET. De facon symétrique on
constate que pour tout C € |V-ET|, ®(C) est enrichissable (immédiat) et
donc qu’on peut aussi restreindre ¢ a V-ET — V-T'E.

Proposition 2.6. :La paire de 2-foncteurs ® et W produit une 2-équivalence
V-ET ~V-TE.

Preuve : 1) Pour I'isomorphie W.® ~ Id : Soit C € |V-ET| et posons
(C, N, s,am) = ®(C) et C = VP(C). Comme, pour tout X € |C|,
QX : C — V estun adjoint a gauche de (—)AX : V — C, il existe un isomor-

phisme canonique v~ : QX —C (Idx,—). Cela nous permet de construire
un isomorphisme V-enrichi v : C — C (ot |y¢| = Id et (v¢)xy = 755). La
vérification de I’identité fyﬁ(( adxy = id  se fait sans difficulté. Pour I’identité
coimpx.y.z-(7y ® 15 ) = 75 .compxy,z , on montre les identités suivantes
uA=C(X,Y),B=C(Y,2)):

Evif(.(vg A Idx).(compxyz A Idx) = Evy.(Idg A Evy).ampax =
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Eqvx)f.(cofnpxﬂyz Aldy).(vy @) A Tdy.

Pour montrer que 7 est naturel en C, on montre que pour tout foncteur
V-enrichi F : C — C’ on a les identités suivantes (o A = C(X,Y) et F est
le foncteur sous-jacent a F) :

Evii/(.(]}xy VAN ]d]:)()(’y})/( A Id]-‘X) = Z(EU})E).QbA’X ==

EU??E.(?XY N ]dpx> == EU;?(’V% VAN Id]-‘X).(.FXY N ]d]-‘X).

La seconde identité résulte des 1’identités

Q‘FX(E'Ugff().g}—X(}_XY A\ Id;X).an = fxy =

y X F(Evf).y"* (pax).mh™ ob, la encore, la seconde identité résulte de
(J1). B

Pour la 2-naturalité en C de 7, on montre que pour toute transformation na-
turelle enrichie t : 7 — F' : C — C’ on a, pour tout X € |C| :

(t.Id))x =tx = y(tx) = (Id,.t)x (0 y = e ourye et = UP(t)). La

deuxieme égalité résulte des identités suivantes :
A FX
EU}"X-(’Y]—'X}"X A Id].‘X).(tX AN [d]:X) = EU;_—:,)g((tX VAN Id]:X) = tX-SFX =

A~ FX
EU]:/X.(tX N [d]-‘X).

La deuxieme de ces nouvelles identités résultant elle-méme des identités :
QFX(EU%))(().QFX(ISX ANldrx)nTX =tx = QFX(tX>.gFX<SfX).7]IFX.

2) Pour I’isomorphisme ®.W ~ [d : Soit E € |V-T'E|. Notons
E=U(E)et (£ A, s am) = B(E). A cause de la commutation du triangle
(T") ( voir les commentaires avant cette proposition), on voit que, pour tout
X € |E], il existe un isomorphisme 6% : (—)AX - T.(-)AX:V — &.
En fait, pour (4, X) € |V x E|, 6% : AAX — AA X estnaturel en (A, X).
Pour cela on montre que, pour toute fleche z : X — X’ de E, on a les iden-
tités suivantes :

Yy T(Idarz).y™ (05).7% = E(x, Idanx).ny =y~ (0%).y* (IdanTz).i7}.
Dans la premiére identité on utilise (/K1) et pour la deuxiéme on utilise (K2)
et (I1). On montre ensuite que (I',0) : E — ®¥(EE) est un morphisme de
V-Pretens. L'axiome (Ms) se montre facilement. Pour (Mam), il faut
montrer que, pour A, B € |V| et X € |E|, on al’identité :

05" TdaN0.amy grx = T(amapx).04sp5. Cela va résulter des iden-
tités suivantes (ot Y = BA X, Z=AAN(BAX), Y = BAX,
U=EX.Y)):

y*T(amapx)y* (Ohep) Ties = compxy,z.(my @ 1) =
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compx.y,z-(y,,(0) © Idy).(ny @ Idy).(Ida ® 1) =

Y (00).y* (Tdand).y™ (amy g x)-Miep-

Dans la premiere identité on utilise (K1), dans la seconde on utilise (/3) et
dans la troisieme (/1) et (12).

(T, ) dépendant de E, renotons le I'r. Pour montrer la naturalité en E de
['g il faut montrer que pour toute fleche (F, ¢) : E — E' de V-T'E, le carré

suivant commute:
(F\¢)

T

-~

FJE F[E’

<

<&

:

(£:9)

ollonanoté E = ®U(E), F = U(F,¢), (F,¢) = ®(F). Lacommutation
au niveau des foncteurs sous-jacents a déja été signalée (voir la proposition
2.5). 1l faut ensuite vérifier que pour tout A € |V | et X € |E| le diagramme
suivant commute :

bATrX

ANPF(X) s ANFD(X) =255 F(AATX)

oEX l Lf((’ff )
Toa,x

T(AAFX)—22TFAANX) L FT(AAX)

Pour cela, on montre les identités suivantes : R
YPXT g™ O )X = Pk = yPX E0) 5™ (dax) 5.
Dans la premiére identité on utilise (/K1) et dans la seconde on utilise (J1).
- La 2-naturalité de I'g, en E, est immédiate a vérifier.

- Enfin, le fait que ['g est inversible dans V-T'FE résulte du lemme suivant :

Lemme 2.7. :Si (F, ¢) : E — E’ est une fleche de V-Pretens telle que F et
¢ sont des isomorphismes, alors (F, ¢) est inversible.

Preuve : (du lemme) L’inverse de (F, ¢) est (F~1,¢) ou pour (4, X’)
dans [V x E'|, Yax = F7 (¢, pry). La vérification de (Ms) se fait
sans difficulté et pour (Mam) on utilise le fait que (F, ¢) vérifie (Mam) et
la naturalité de ¢~ L.
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3. Les catégories V-précotensorisées

Définition 3.1. :Soit E = (E, A, s,am) une catégorie V-prétensorisée. On
dit qu’elle est cotensorisable si, pour tout A € |V| le foncteur

AN (=) : E — E admet un adjoint a droite. On fixe (—)* : £ — E, un
adjoint a droite et ev? : A A (—)* — (=) une co-unité a cette adjonction.

Remarque 3.2. : Dans [5] les catégories V-tensorisées qui sont cotensoris-
ables sont appelées des V-modules a H om internes.

Proposition 3.3. :On suppose que E est cotensorisable. Alors on peut munir
F des données suivantes :

1) un foncteur H : E x V? — FE,

2) deux familles naturelles de fleches (ox : X — H(X,I))xcp et
(amXVA,B : H(H(X, A), B) — H(X, A® B))()@A,B)E\EXZXZ\'

Ces données satisfont les propriétés suivantes :

a) Les fleches o x sont inversibles.

b) Pour tout A € |[V| et X € E les deux triangles suivants commutent :

H(H(X, H(X,A®1I)

y w)

H(H(X, H(X,I® A)

¢) Pour tout A, B,C' € |K| et X € |E | le diagramme suivant commute :

H(H(X,A),B®C) H(X,A® B),C)

ml jm

H(X, Ao (B®(C)) H(X,(A® B)® ()

H(Id,ass)
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Dans la suite on notera X“ = H(X, A) et2* = H(x,a).

Preuve : - Commencons par construire le foncteur H : £ x V¥ — E.
Pour tout A € |V on pose déja H(—, A) = (—)? : E — E. Définissons
maintenant, pour chaque X € E, H(X,—) : V? — E. Sur une fleche
a:A— AdeV, H(Idx,a) : X* — X4 est 'unique fleche de E telle
que le carré suivant commute :

A/\XA/ IdNH (Id,a) A/\XA
a/\Idl lev
AN XA X

ev

H se définit alors sur une fleche quelconque (z,a) : (X, A) — (X', A’) de

E x V° en posant : ( X4 —> Hee.g)
( AR g HUdD) <y )

La derniere égalité résultant des identités suivantes :
evy,.(Idy N H(x, Idy)).(Ida A H(Idx,a)) = z.evi.(a A Idgx.a) =
evi,. (Idy N H(Idx,a)).(Ida N H(x, Idy)).

La fonctorialité de H (X, —) pour un couple de fleches A —*= A’ —= A",
résulte des identités suivantes : ev.(IdaAH (Idx, )).([dA/\H(IdX, ) =
evy .((d'.a) A Idg(x av)) = evi.(Ida A H(Idx,a'.a)). La fonctorialité de
H résulte de celles de H(—, A) et H(X, —).

- Pour construire oy, pour chaque X € |E|, et montrer que ¢’est un isomor-
phisme, il suffit de monter que le couple (X, s& : I A X — X) est un objet
co-libre associé a X pour le foncteur I A (—).

ox est alors I’'unique fleche de £ qui fait commuter le triangle suivant :

X/A') _ (XAH(Id,a)XA/H(m,Id)X/A/) B

IdNox

INX ——X TAaX!

N A

La naturalité de o sur une fleche z : X — X’ résulte des identités suivantes
evh, . (Idy N H(z,Idyp)).(Id; ANox) = x.sx = evk,.(Id; Nox).(Idr A z).
- Pour chaque (X, A, B) € |[E x V% x V|,
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amxap: HH(X,A),B) - H(X,A® B) est I'unique fleche de £ pour
laquelle le diagramme suivant commute :

(A® B)AH(H(X, A), B) fdnam (A9 BYAH(X,A® B)
AN(BANH(H(X,A),B)) ev
M
ANH(X, A) —— X

La naturalité de am se montre sur les fleches (z, Id, Id), (Id, a, Id),
(Id,Id,b)de Ex VP xV?Pouzx: X — X' a: A— Ab: B— B.
Mais, sionpose C = A® B,Y = H(X,A),Z = HH(X,A),B),

Y' = H(X, A", 2" = HH(X,A),B),Z" = H(H(X,A),B'), celles—ci
résultent :

.. Pour la premiere fleche, des identités suivantes :

ev$,.(Ide NH (2, Ide)).(Ide Aamx ag) = x.evy.(Ida NevE).amap 7z =
61])0(/.([(10 VAN amX/,A,B).(IdC VAN H(H(I, IdA), ]dB))

.. Pour la seconde fleche, des identités :

ev.(Ide N H(Idx,a ® Idg)).(Idc A amx arg) =

ev)A}/.(IdA/ AevE).ama gz ((a® Idg) AN ldg) =

evy (a A Idy)).(Ida A evE).amap g =

€U)C(.(Idc N OémX7A’B).(IdC VAN H(H(Idx, (l), IdB>)

.. Pour la troisieme fleche :

evg.(]dc N H(]dx, IdA X b))(ldc VAN amA,an) =

eviy.(Ida A evgl).amAB/’Zv».((IdA ®b)ANIdg) =

ev.(Ide N amx ag).(Ide N H(H(Idx,1da),b)).

- Vérifions maintenant les propriétés (b), (c¢) de 1’énoncé apres avoir posé
A=IAY=H(X,A),A”=A1,D=AB,F=(A® B)®C,
Z=H(H(X,A),B),T=HHHX,A),B,C),F=BxC.

.. Pour (b)(deuxieme triangle), cela résulte des identités suivantes :
6?])‘4(/.(16114/ N amXJ,A).(IdA/ A O’A) = €U§.(ug7,4 A Idy) =

evy .(Ida N H(Idx,ug 4)).

.. Pour (b)(premier triangle), cela résulte de :

evy (Ida Namx ar).(Ida A oa) = evi.(uga A Idy) =
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evy (Ida» N H(Idx,uga)).

.. Pour (c¢), on montre les identités suivantes :

CU)E(([CZE VAN amX7D7C).(IdE VAN H(OszA,B, [dc)) =

evR.(Idp N amx ap).(Idp A ev§).amp cr =
evi.(IdaNevB).(IdaA(Idpg Nev)).(IdaNampcr).amapr.(assapo
IdT) == €U)E(.(IdE/\H(Idx,CLSSA’B’C)).(ICZE/\OszA’F).(IdE/\Oémy’B’C).

Remarque 3.4. : Lorsque am est inversible (c.a.d. lorsque [E est V-tensori-
sée) alors aum est, lui aussi, inversible (car ama g — :

H(—,B).H(—,A) - H(—, A® B) se déduitde am p — :

(A® B) AN (=) = AN (—).B A (—) par adjonction a droite).

Proposition 3.5. : Soient E, E’ € |V-Pretens|. On suppose que E et E’ sont
cotensorisables.

1) On se donne en plus un morphisme (F, ¢) : E — E’. Alors, en plus des
structures (H, o, am) dont on peut munir IE, E (voir proposition précédente),
on peut aussi munir ' : E — E’ d’une famille naturelle

(Vx4 @ F(XA) = F(X)*)(x,4)epxver| satisfaisant les conditions suiv-
antes :

(Mo) Pour tout X € |E|, le triangle suivant commute :

F(X)
4 iy %
F(X7) — F(X)

(Mam) Pour tout X € |E| et tout A, B € |V]|, le diagramme suivant com-
mute :

1

F((X4)?) v F(X4)?

F<am>l lwld

F(XA9P) (F(X)4)?
F(X)A®B
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2) On se donne, cette fois, une 2-cellule ¢ : (F,¢) — (F',¢') : E — F
dans V-Pretens. Alors la transformation naturelle sous-jacente vérifie la
condition suivante :

(C®) Pour tout X € |E| et tout A € |V| le carré suivant commute :

F(XA) 24 pr(x4)

A

F(X)At—,XfF/(X)A

Preuve : 1) Soient X € |E|et A € |V|. On définit ¢)x_4 comme 1’'unique
flecche F(X4) — F(X)# dans E’ qui rend commutatif le carré suivant :

IdN\px A

AN F(XAY 25 A (FX)A)

o |-

F(AAXA) F(X)

F(ev)

- La naturalité de ¢ se montre sur les fleches (z, Id) et (Id,a) de E x VP
ouzr: X — X'eta: A — A.

.. Pour la premiere fleche, on montre les identités suivantes :

evir.(Ida N F(x)19).(Idg AN px a = F(z).F(evy).paxa =

BU?X/.(IdA VAN ¢X/7A).(IdA VAN F(I‘IdA).

.. Pour la deuxieme fleche, on montre encore que :

eviy . (Ida A ((Idpx)®).(Ida Abx,a) = F(ev).daxa.(a A ldpxay) =
F(GU}%’).F(IdA/A(Idx)a).¢A/7XA == 61}?;(.(IdA//\ﬁ/)XA/).(IdA//\F((Idx)a)>.
.. Pour (M o), on montre que :

QU{WX.(Id[ VAN O'F)() = Spx — GUéx.(Id[ N l[))(,[).(ld[ A F(Ux))

.. Pour (M am), on montre successivement (en posant C' = A ® B,

Y =X4 7 =(XNHB):

6UgX.(Idc/\1/)X7c).(Idc/\F(OémX,A,B)) == F(GU)C().F(]dc/\OémX,AB).gf)QZ
= F(evy). F(Ida A evE).pa paz.(Ida N bpBz).amapy =

evgx.(ldc VAN amFX,A,B).(IdC A Q/Jggi)(fdc VAN wY,B)-

2) La commutation du diagramme de (C'y)) résulte des identités suivantes :
evp o (Ida ANEY).(Tda Npx a) = tx Fevy).gqxa =
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e Ces deux propositions nous conduisent a donner les définitions suiv-
antes :

Définition 3.6. : 1) On appelle catégorie V-précotensorisée 1a donnée E :

- d’une catégorie F,

-d’un foncteur H : £ x V? — FE,

- de deux familles naturelles de fleches (ox : X — H(X,I))x¢p et
(OémX,A,B : H(H(X, A), B) — H(X, A® B))(X7A7B)E\E><Z><Z\'

Ces données sont astreintes a satisfaire les propriétés (a), (b), (¢) données
dans la proposition 3.3.

Lorsque pour tout (X, A, B) € |[E x V x V| amx a p est inversible on
dit que E est une catégorie V-cotensorisée.

2) E et E’ étant des catégories V-précotensorisées, un morphisme E — [E’
est la donnée :

- d’un foncteur ' : E — E’,

- d’une famille naturelle (x4 : F(X?) — F(X)?)(x,4)e/mxver|

Ces données doivent satisfaire les propriétés (Mo) et (Mam) de la propo-
sition précédente.

3)(F,¢), (F',¢) : E— E étant deux morphismes entre catégories
V-précotensorisées, un 2-morphisme ¢ : (F,¢) — (F’,¢') est la donnée
d’une transformation naturelle ¢ : F* — F” vérifiant la condition (C'y) de la
proposition précédente.

e A partir de ces données on construit une 2-catégorie notée V-Precot.
Apres avoir aussi noté V-T'C' 1a sous-2-catégorie pleine de V-Pretens for-
mée des objets cotensorisables, on construit, avec 1’aide des deux proposi-
tions précédentes, un 2-foncteur A : V-T'C' — V-Precot. La vérification
que V-Precot est une 2-catégorie et que A est un 2-foncteur est aisée.

4. Réduction des catégories V-précotensorisées

Remarque 4.1. : Quand on compare les définitions de catégories V-préten-
sorisées et V-précotensorisées, on y voit plus qu’une simple analogie. Il y
a clairement une dualité entre ces deux concepts. Mais de quel genre de
dualité s’agit-il 7 C’est ce que nous allons préciser maintenant. Grace a cela

96



J. PENON L’ENRICHISSEMENT ET SES DIFF. PT DE VUE

les 2-foncteurs construit précédemment vont pouvoir se dualiser et produire
de nouvelles équivalences de 2-catégories.

o V= (V,®,1,uy, uq,ass) étant une catégorie monoidale, on note V*
la catégorie monoidale (V*, ®*, I*, u;, uj, ass*) o,
V=V,
-Pour A, B € |V|,A®* B =B ® A (méme chose pour les fleches),
-1 =1,
-Pour A € |V, (u; o : " @A — A) = (uga: A® I — A),
(U AR = A) = (uga: I @ A— A,
- Pour 4, B,C € |V], (asshpo (AR B)®@" C = A" (B (C)) =
(assCBA CR(B®RA) — (CRB)®A).

e Donnons nous maintenant une catégorie V-cotensorisée
E = (E, H,0,am). On lui associe la catégorie V*-prétensorisée
Red(E) = (EP, A\, s,am),ou A : V. x E? — E° est le foncteur composé
suivant :

V x BP0 por s v L (B x yoryor 22 por

-Pourtout X € |[E?| = |E|, (sx : INX — X) = (0x: X — XT)op
-Pourtout A, B € |V]et X € |[E”| = |E],

((A®* B)AX 22U A(BAX) ) = ((XB)ATED oA yor

En fait, cette construction se prolonge en un 2-foncteur inversible
Red : V-Precot — (V*-Pretens)®” (ou la notation(—)°" signifie qu’on a
dualisé la composition verticale).
- Sur une fléche (F, ) : E — E' de V-Precot on a:

( Red(E)“" 2 Red(®) ) = ( Red(E) T2 Red(E) ).

ou pour A € |V|, X € |E”|,

dA,X
) —

(AN FP(X FP(AAX)) = (F(XA) 254 p(x)A e,
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- Sur une 2-cellule ¢ : (F,¢) — (F',¢') : E — E' de V-Precot ona:

Red(t) =t ot ( F'P(X) = For(X) ) = ( F(X) -2~ F/(X) )P,

e Soit E = (E, H, 0, am) une catégorie V-précotensorisée.

Définition 4.2. : 1) On dit que E est enrichissable si, pour tout X € |E|,
le foncteur X(=) : V? — E admet un adjoint & gauche. Notons V-CFE la
sous-2-catégorie pleine de V-Precot dont les objets sont enrichissables.
2) On dit que E est tensorisable si, pour tout A € |V]|, le foncteur (—)
E — E admet un adjoint a gauche. Notons V-C'T" la sous-2-catégorie pleine
de V-Precot dont les objets sont tensorisables.

A .

Remarque 4.3. :Ayant noté (E°’, A, s,am) = Red(E), on voit que, pour
tout A € |V|, le foncteur (—)* : E — E admet un adjoint a gauche ssi
AN (=) : B — E admet un adjoint a droite et donc E est tensorisable

ssi Red(EE) est cotensorisable. On peut donc considérer la restriction
Red : V-CT — (V*-TC)°P".

e Notons V : V-C'T' — V-Pretens le 2-foncteur composé suivant :
(V-CT B (y*-1Cyore 2% (V*-Precot)?” 2 - Pretens
Soit E € |V-CT|. Ecrivons E = (E, H,0,am) et V(E) = (E, A, s,am).

Décrivons maintenant succintement les ingrédients de cette catégorie
V-prétensorisée. On remarque déja que, pour tout
A€ |V|, AN (=) - ()" Notons ve I'unité de cette adjonction.
- Pour chaque X € |E| et chaque flecche a : A — A’ de V,
aNIld: ANX — A" N X est’'unique fleche de E, rendant le carré suivant
commutatif dans £ :

X Y~ (A AX)Y

(AN X)A——= (A A X)A

(anId)’
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- Pour chaque X € |E|,sx : I A X — X est 'unique fleche de E, rendant
le triangle suivant commutatif dans E :

2N
(IAX) X!

Id
Sx

-Pourchaque A, B € |V|et X € |E|,ampax : (BRAANX — BA(ANX)
est 'unique fleche de £, rendant le diagramme suivant commutatif dans £ :

X s (ANX)A

veld

ve (BA(ANX))P)A

Jom

(B® A) A X)BeA (BA (AN X))BeA

amld

- Si maintenant (£, 1)) : E — E’ est une fleche de V-CT et (F, ¢) = V(F, )
alors, pour tout A € |V]et X € |[E|, pax : ANF(X) = F(ANX) est
I’unique fleche de £, rendant le carré suivant commutatif dans £ :

F(ve)

F(X) F((ANX)")
N
(ANF(X)* — = F(AA X)*

Enfin, sit : (F,¢) — (F',¢') : E — E est une 2-cellule de V-C'T, on a en
fait V(t) = L.

Lorsque Eq € |[V-TC| et E; € |[V-CT]|, on constate que

A(Ey) € |V-CT| et V(E,) € |V-T'C|. On peut donc considérer les
2-foncteurs restrictions suivants :

V.TC % V.CT
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Proposition 4.4. : On a la 2-équivalence suivante :
vV-1C = V-CT

Preuve : 1) L’isomorphisme ¢ : Id — VA est donné, pour chaque
E € |[V-TC|, par ig = (Id,0) : E — VA(E) ou, aprés avoir not¢ E =
(E, N, s,am),
A(E) = (E,H,0,am) et VA(E) = (E, A, s,am), pour tout A € |V|,
641 AA(=) — A A (=) est la transformation naturelle inversible provenant
du fait que A A (=) et AA(—) sont tous deux adjoints 2 gauche de (—)*.
- Le fait que 6% soit naturel en (A, X) résulte de la commutation des dia-
grammes suivants (ou X € |E|, a : A — A’ est dans V et o on a posé
Y=ANX):
(a A Idx) 44 (647 ved = (a A Idx )4 ved = (1d2).ved =
(4 AIdy).(anIdx) 4 vett
ou la deuxieme identité résulte des nouvelles identités suivantes :
ev.(Ida A (a A Tdx)™4).(Ids Avey) = a A ldy =
ev.(Ida A (Id%)).(Ida A ves)
- On montre ensuite que (g = (Id, ) est un morphisme de catégories V-
prétensorisées.
.. Pour (M s) cela résulte des identités suivantes :
s pels = gy = $!d vel = 18 511 pel | on la seconde identité résulte,
elle méme, des nouvelles identités suivantes :
evh.(Id; AN ox) = sx = evk.(Id; A s¥7).(Id; A ev’).

Pour (Mam) cela résulte des identités suivantes (ot A, B € [V| et
X € |E| et ou on écrit aussi, pour simplifier, C = A® B, Y = BA X,
Z=ANBAX)):

Idg  sclde o _ Idc C _ Aldg B _

§AC (Id4N6B)1de am!S, e ot la seconde identité résulte, elle méme,
des nouvelles identités suivantes :

evs . (Ide N (amIACfCBjx)).([dc Ave§) = amapx =

evs.(Ide N amg ap).(Idc A (ved"™)).(Ide A veB)

- Montrons que g est naturel en E. Soit (F,¢) : E — E’ une fleche de
V-TC. Notons VA(E) = (E, A, s,am), VA(E') = (E/, N, 8, am’),
(F,) = A(F, ¢) et (F,¢) = VA(F, ¢)). Pour montrer la naturalité de ¢ sur
(F, ¢) il nous faut montrer, pour tout A € |V| et X € |E|, la commutation
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du carré suivant :

@ax

ANF(X) 2% P(AAX)

S l lF(S;‘}

ANF(X) ——= F(AA X)

A, X

Cela résulte des identités suivantes (ou Y = AN X):

F(o%). ¢f4d§( vepy = Pya.Flvey) = ﬁxdﬁf vepy = 114d§( (5/?)()[“ Vefy
ol la seconde identité résulte, elle méme, des nouvelles identités suivantes :
vy (Ida N ¢51%).(Ida N vey) = gax =
eviy.(Ida N Py .a).(Ids N F(vey))

- La 2-naturalité de (r se montre sans difficulté.
2) L’isomorphisme AV ~ [d résulte de I’isomorphisme VA ~ Id en
appliquant le 2-foncteur Red.

Proposition 4.5. : On a la 2-équivalence suivante :
V-EC = V-CE
Preuve : 1) On commence par construire un 2-foncteur
Op : V-Cat — (V*-Cat)?".

Il est défini,

(C) =C,ou [CP?| = |C|etC?(X,Y) =
C(Y, X). On vérifie qu’on construit ainsi une catégorie V*-enrichie.

- sur une fléche F' : C — C' de V-Cat, Op(C -2 ) = (¢or 5 crov )
(b [FP| = [F| et Fy = Fxy),

-surune 2-cellule t : FF — F' : C — C',Op(t) = t? : F'? — F° (ou

op

(I+—2 (o X, ForX) ) = (1 -2 C(FX, F'X))).

2) On remarque ensuite que le 2-foncteur Op se factorise par le 2-foncteur
V-EC — (V*-ET)" car on voit, pour une catégorie V-enrichie C, qu’elle
est a co-tenseurs ssi C? est a tenseurs. Comme pour le foncteur Op , cette
factorisation est un 2-isomorphisme.

3) D’un autre c6té, soit E une catégorie V-précotensorisée. Alors on voit
facilement que E est enrichissable ssi Red(E) est enrichissable. On obtient
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ainsi a nouveau une factorisation V-CE — (V*-T'E)°" du 2-foncteur Red.
La encore le 2-foncteur Red et sa factorisation sont des 2-isomorphismes.
4) On est maintenant en mesure de construire les 2-foncteurs d et U com-
posés suivants :

V-EC —2% (V+-ET)re 22 (v E)m i y.oF

V-CE B (v Eyer 27 oy pr)emw P y_EC

5) On a les isomorphismes U.® ~ [det ®.U ~ Id, obtenus a partir des
isomorphismes W.$ ~ [d et .U ~ [d (voir la proposition 2.6).

S. Les passerelles

Remarque 5.1. : On a constaté que, sur une catégorie monoidale V, les con-
cepts de catégorie enrichie, catégorie prétensorisée et catégorie précotensori-
sée se correspondent deux a deux. Il semble donc que chacun d’eux représen-
te une méme idée d’enrichissement mais déclinée de facon différente. Ce qui
va suivre va abonder dans le méme sens puisqu’on va construire des mor-
phismes entre deux différentes de ces représentations (précisemment entre
les catégories V-enrichies et les catégories V-prétensorisées).

Définition 5.2. :1) Soient C une catégorie V-enrichie et E = (£, A, s,am)
une catégorie V-prétensorisée. On appelle V-passerelle de C dans E la
donnée P,

- d’une application | P| : |C| — |E]|,

- pour chaque couple (X,Y") € |C|? d’une fleche

mxy : C(X,Y) A |P|(X) — |P|(Y) dans £ (Dans la suite on écrira P(X)
au lieu de | P|(X), pour chaque X € |C|).

Ces données sont astreintes a vérifier les conditions suivantes :

(PU) Pour tout X € |C|, le triangle suivant commute dans E :

idx AId

INPX

C(X,X)APX

SPX TXX

PX
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(PC) Pourtout X,Y, Z € |C

, le diagramme suivant commute :

(C(Y,Z) 9 C(X,Y)) A PX —— ™ . C(Y,Z) A (C(X,Y) A PX)
comp/\ldj l/[d/\wxy
C(X,Z) A PX C(Y,Z) A PY

Pz

2) P, : C — E étant des V-passerelles, un morphisme ¢t : P — () est
la donnée d’une famille de fleches (tx : PX — QX)x¢c telle que, pour
tout couple (X,Y) € |C|? le carré suivant commute (ou P = (|P|, ) et
Q = (|Q], k)):

TdAtx

CX,Y)APX 20X, V) A QX

7TXYL lKIXY

PY QY

ty

Les V-passerelles C — E et les morphismes entre ces V-passerelles for-
ment une catégorie notée V-Pass(C,E).

Remarque 5.3. : Dans [1] J.Benabou définit le concept de V-préfaisceau
(ou encore V-foncteur vers V), qui est un cas particulier de celui de V-
passerelle (c’est le cas particulier ou la catégorie V-prétensorisée, entrant
dans la définition, n’est autre que V elle méme).

Exemples 5.4. : 1) Soit M = (M, n, ;1) une monade sur une catégorie C.
On peut la voir comme un monoide dans la catégorie monoidale stricte V des
endofoncteurs de C'. De plus, on a vu qu’on pouvait faire de C une catégorie
V-tensorisée C ou FF A X = F(X) (voir 2.1(4)). On constate alors que
les V-passerelles M — C correspondent aux algebres de M. On a en fait
Alg(M) ~ V-Pass(M, C).

2) Plus généralement, V étant une catégorie monoidale, M un monoide dans
V (vu comme catégorie V-enrichie a un seul objet %) et [E une catégorie V-
tensorisée, on a une équivalence de catégorie Alg(M") ~ V-Pass(M,E)
(pour la monade M" voir [4]) (On associe a I’algebre (X, a) la passerelle
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P = (|P],m) ot |P|(x) = X et m,, = a).

3)(voir aussi [1]) Soit maintenant V une catégorie monoidale et C une catégorie
enrichie dans V. Pour chaque X € |C|, on construit une V-passerelle y* :
C — V. Elle est donnée par y* = (C(X,—),7) ot 7~ est la famille
(73 ) (v.z)elcp avee my , = (comp : C(Y, Z) ® C(X,Y) — C(X, Z)).

4) Voir la passerelle y définie plus loin.

e Foncteur sous-jacent d’une passerelle :
Soient C une catégorie enrichie dans V et E = (E, A, ...) une catégorie V-
prétensorisée. P : C — [E étant maintenant une V-passerelle, on lui associe
un foncteur P : C — E (ou C est la catégorie sous-jacente a C). Ecrivons
P = (|P|, ). Alors :
- Evidemment |P| = |P|.
- Si maintenant f : X — Y est une fleche de C (donc f : I — C(X,Y) est
une fleche de V) alors P(f) : PX — PY est donné par le composé suivant
dans E:

PX —=1APXMl0(X,Y) A PX XL Py
En fait, on construit un foncteur canonique U : V-Pass(C,E) — [C, E] ou
U est défini sur un objet comme ci-dessus et sur une fleche t : P — P, U(t)
est la transformation naturelle P — P’ définie par la famille ¢ elle méme.
La fonctorialité de U est immédiate.

e Le distributeur V-Pass :
On cherche a composer les V-passerelles a droite et a gauche.
- Pour cela, soient C,C" € |V-Cat| et E,E’' € |V-Pretens| et considérons la
situation suivante :

o R S O S
ou F' est un foncteur V-enrichi, P = (|P|, ) une V-passerelle et & = (f, ¢)
un morphisme de V-Pretens. A partir de ces données on obtient les V-
passerelles composées suivantes :
1) P.F : C' — E est défini par P.F' = (|P|.|F|,n") ou,
pour X', Y" € |C'|, 7',y estle composé suivant :

F

C'(X,Y') A PF(X XY (R(XY, F(Y') A PR(X) 2 PR(Y?)
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2)®.P: C — E est défini par &.P = (| f|.|P|,7) ou, pour X,Y € |C
est le composé suivant :

» TXY

C(X,Y)A fPX —2= f(C(X,Y) A PX) I=XX Py

- De méme au niveau des 2-cellules, si ¢ : Fy — F; : C' — C est une 2-
cellule de V-Cat, p : Py — P, une fleche de V-Pass(C,E) et 6 : &g —
®; : E — E' une 2-cellule de V-Pretens( ou ®; = (f;, ¢;)), on obtient les
morphismes de V-passerelles composés suivants :

1) - Lorsque p = Id (alors Py = P, = P), Idp.t : P.Fy — P.F} est donné,
pour X' e |CI|, par: ([dp.t)X/ =

tyrNId

(PRX T A PRX 2N C(R X!, FLX') A PR, XY PR X7

- Lorsque t = Id (ou Fy = Fy = F),p.Idp : Py.F — P,.F est donné, pour
X' S |C/ , par (p.]dF)X/ = Prx’-

2)- Lorsque p = Id (alors Py = P, = P),0.1dp : ®y.P — ®1.P est donné,
pOU.I'X € |C|,par (eldp)x = QPX : fQPX — fle

- Lorsque 0§ = Id (alors &g = &1 = & = (f,¢)), [de.p : D.Py — D.P; est
donné, pour X € |C|, par (Ide.p)x = f(px) : fP0 X — fPX.

A I’aide de ces différentes constructions on obtient un 2-foncteur :

V-Pass : (V-Cat)P" x (V-Pretens) — Cat

(ot (—)°P" signifie qu’on dualise ici la composition horizontale). En d’autres
termes on a construit ainsi un 2-distributeur V-C'at — V-pretens.

Proposition 5.5. :Fixons une catégorie V-prétensorisée E. On suppose que
[E est enrichissable. Alors le 2-préfaisceau V-Pass(—,E) : (V-Cat)Ph —
Cat est 2-représentable.

Preuve : [E étant enrichissable, fixons, pour chaque X € |E|, un adjoint
adroite £(X,—) de (=) A X et Ev¥ : E(X,—)A X — (—) une co-unité
de cette adjonction. On note encore £ la catégorie V-enrichie canonique
obtenue a I’aide de ces choix.

- On voit immédiatement que £ = (Id|g|,€) (o € = (exy)x,yve|| et
Exy = Ev{f ) est une V-passerelle £ — [E.

- Montrons que (£, E') est une 2-représentation de V-Pass(—, E).
Soit C € |V-Cat|.
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)

. Soit aussi P = (|P|,m) € |V-Pass(C,E)|. Pour chaque X,Y € |C
) 'unique fleche de V telle que

considérons Fxy : C(X,Y) — E(PX,PY
le triangle suivant commute dans K :

FxyANld

C(X,Y)APX E(PX,PY)APX

TXY %

PY

Montrons que I' = (|P|, (Fxy)x,v)e|ci?) définit un V-foncteur C — £.

... axiome des unités est facile a vérifier.

... Pour I’axiome de composition cela résulte des identités suivantes (ou
XY, Ze|Clet A=C(X,Y),B=C(Y,2)):
EUE?.(FXZ/\]dpx).(COmpxyz/\]dpx) = ﬂyz.(IdB Aﬁxy).amB7A7pX =
EvEX (comppx py.pz A ldpx).((Fyz @ Fxy) A Idpx)

On voit immédiatement que £.F' = P et que F' est I’'unique V-foncteur
C — & vérifiant cette identité.

.. Soit p : P — P’ une fleche de V-Pass(C, E). Pour chaque

X € |C|, posons tx = I'(px) et montrons que ¢t = (tx) x¢|c| est une transfor-
mation naturelle V-enrichie /' — F” (F' et I étant les uniques V-foncteurs
tels que £.F = P, E.F’ = P’). Pour cela il faut montrer que pour tout
X,Y € |C| le carré suivant commute :

C(X,Y)—2XY £(PX, PY)
F;(YL ly” (tv)
E(P'X,PY) —=E(PX,PY)

Ypry tx)
Or cela résulte des identités suivantes :
Evg/)f/.(gpx(ty) A Idpx).<FXY A Ide> = ty.ﬂ'XY =
Evﬁf/.(gp/y(tx) A Idpx).(Fxy A Idpx) ou pour la premigre identité on
utilise (/K1) et pour la seconde c’est (K2).

Enfin, le fait que ¢ : F' — F’ est I'unique fleche de V-Cat(C, &) telle que

(EFIEL B ) = (P2~ P') résulte de la définition de t.

Corollaire 5.6. :([4]) V étant une catégorie monoidale, [E une catégorie V-
tensorisée enrichissable et M un monoide dan V, alors on a un isomor-
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phisme canonique :
AlgM") = V-Cat(M, &)
ou & désigne la catégorie enrichie sur V canonique associée a [E.

Preuve : Car Alg(M”") ~ V-Pass(M,E) ~ V-Cat(M,E) ou le pre-
mier isomorphisme résulte de I’exemple 5.4( 2) et le second de la proposition
précédente.

e La passerelle y:

Fixons une catégorie V-enrichie C. Montrons que V*-Pass(C, V*) a une
structure de catégorie V-tensorisée (ou V* désigne encore la catégorie V*-
tensorisée associée a la catégorie monoidale V*). Construisons déja le fonc-
teur A : V. x (V*-Pass(C?,V*)) — V*-Pass(C?,V*),

- sur un objet (A, P) (ou P = (|P|, 7)), ANP = (|[AAP|,ANT) ou,
~JANP||CP| = [V, X — A® P(X),

. pour X, Y € |C?| = |C|, (A A T)xy estle composé suivant :

1d®mxy

(A P(X))®C(Y,X) =A@ (P(X)®C(Y,X))—A® P(Y)

Cequiaunsenscar C?(X,Y)®* (AANP)(X)=(A® P(X))®C(Y,X),
PX)®C(Y,X)=CP?(X,Y)®*P(X) et A P(Y)=(AANP)(Y).

- sur une fleche (a,p) : (A, P) = (A, P"), aAp: ANP — A" A Plestle
morphisme de V*-passerelle défini, pour X € |C|, par

((AAP)(X) 254 A PY (X)) = (A® P(X) 225 4 @ P/(X)).
On obtient la catégorie V-tensorisée (V*-Pass(C, V*), A, s,am) (ou s et
am proviennent de uy et ass de la catégorie monoidale V).

On construit maintenant une passerelle y : C — V*-Pass(C,V*) en
posant y = (|y,II) ot
-ly| : |C] = |V*-Pass(C, V*)| est donné, pour X € |C],
par [y|(X) = yx = (lyx|, mx) avec |yx| - [C?| = [V*],Y = C(Y, X)) et
pour (Y, Z) € | = [C],
(mx)yz = comp : C(Y,X)®C(Z,Y) — C(Z,X) ce qui a un sens car
Cr(Y, Z) @ |yx|(Y) = C(Y, X) @ C(Z,Y) et [yx[(2) = C(Z, X).
-Pour (X,Y) €|C|*et Z €|

(COXY) Ayx)(2) 22y )(2)) = (C(X,Y) @ C(Z, X) ™ C(2,Y))
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