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Résumé. V étant une catégorie monoidale, il y a trois facons d’enrichir une
catégorie dans V. On obtient les trois concepts de 1) catégorie V-enrichie (ou
V-catégorie - voir [3]), 2) catégorie V-prétensorisée (voir [1], [5] et [4]), 3)
catégorie V-précotensorisées. On montre dans cette partie I comment passer
des uns aux autres et les équivalences qui en résultent. Dans la partie II on
introduira le concept de catégorie mutante sur V (voir [2]) qui généralise
les trois concepts précédents. On construira alors les trois plongements 2-
pleinement fideles attendus vers la 2-catégorie des catégories mutantes (sur
V).
Abstract. Let V be a monoidal category. There are three manners to enrich
a general category in V. We get the three following concepts :
1) V-enriched category (or V-category - see [3]), 2) V-pretensorised category
(see [1], [5] and [4]), 3) V-precotensorised category. In this part I, we show
how to pass from one to the other and the equivalences of 2-category which
result of them. In the part II we will introduce the concept of mutant category
on V (see [2]) for generalise the three concepts come before. We will build
three 2-functors full and faithfull to the 2-category of mutant categories (on
V).
Keywords. Monoidal category. Enriched category. Bicategory. Fibred cate-
gory.
Mathematics Subject Classification (2020). 18D20.
Introduction aux deux parties
e Le concept de catégorie monoidale est particulierement central en théorie
des catégories car il permet une généralisation du concept méme de catégorie.
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C’est ce que sont les catégories V-enrichies (aussi appelées V-catégories
ou catégorie relative dans V voir [1] et [3]). Comme leur nom I’indique
ces “catégories” (généralisées) sont attachées a un V qui est précisément
une catégorie monoidale. En plus de conserver la plupart des propriétés
habituelles des catégories (elles ont d’ailleurs une vraie catégorie sous-ja-
cente) elles vont hériter des particularités de V qui viennent les étoffer. Elles
les enrichissent” (d’ou leur terminologie). Mais, partant toujours d’une
méme catégorie monoidale V, il y a d’autres fagcon d’enrichir une catégorie
comme par exemple en faisant opérer V sur cette catégorie (a la fagon d’un
monoide opérant sur un ensemble). Ce concept, moins connu, appelé ”Ac-
tion a gauche de V sur une catégorie” (voir [1]), ou encore”V-module” (voir
[5]) ou “catégorie V-tensorisée” (voir [4]) n’est pas sans rapport avec les
catégories V-enrichies et I’on peut passer d’un concept a 1’autre selon les
propriétés “universelles” de ceux-ci.

Mais avant d’aborder techniquement ces questions dans les chapitres qui
vont suivre il est important de préciser un peu ce que 1’on veut dire.

e (Partie I) — Pour une catégorie enrichie C dans une catégorie monoidale
V = (V,I,®,...) deux éventualités s’offrent a elle. Elle peut étre ” a
tenseurs” ou ” a cotenseurs’.

— Si on envisage la premiere possibilité, on constate que V se met a opérer
(a gauche) sur la catégorie C sous-jacente a C. De fagcon plus précise, on a
un foncteur ”produit tensoriel extérieur” A : V x C — C et deux familles na-
turelles de fleches sy : INX — Xetamapx : (AQB)AX — AN(BAX)
(ou VX € |C|, sx est inversible) vérifiant des axiomes de cohérence copiés
sur ceux des catégories monoidales.

— De méme, si on s’intéresse a la deuxieme possibilité, c’est V7 qui opere
a droite sur la catégorie C. La encore, de fagon plus précise, on a un foncteur
“Hom interne” H : C x V% — C (Notons X* = H(X, A)) et deux familles
naturelles de fleches ox : X — X' et amapx @ (XP)? — X594 (on
VX € |C|,ox est inversible) vérifiant des axiomes de cohérence “duaux” de
ceux signalés précédemment.

On a appelé catégorie V-prétensorisée une catégorie quelconque £ mu-
nie d’un foncteur A : V. x E — E et de deux familles de fleches (sx)
et (amy g x) comme ci-dessus, vérifiant les axiomes de cohérence signalés
plus haut. De méme, on a appelé catégorie V-précotensorisée une catégorie
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quelconque £ munie d’un foncteur H : £ x V? — FE et de deux familles
de fleches (0x) et (ama p x) comme ci-dessus, vérifiant les axiomes de
cohérence comme signalés précédemment.

Mais, chose surprenante, ces deux structures, la prétensorisée et la pré-
cotensorisée, n’ont pas oublié le caractere enrichi dont elles sont issues.
En effet, si pour une catégorie V-prétensorisée £/, on nomme enrichissable
celle pour laquelle, pour tout X de | E| le foncteur (—) A X : V. — E admet
un adjoint a droite, ou si pour une catégorie V-précotensorisée £, on nomme
aussi enrichissable, celle pour laquelle, pour tout X de |E| le foncteur X () :
V° — E admet un adjoint a gauche, alors dans chaque cas on construit
canoniquement une catégorie enrichie £ sur V telle que £ ~ E. De la méme
facon, les caracteres précotensorisée ou prétensorisée sont aussi présent po-
tentiellement pour les catégories V-prétensorisées ou V-précotensorisées.
En effet, E = (£, A, ...) étant une catégorie V-prétensorisée, si on convient
d’appeler cotensorisable celle pour lequel, pour tout A de |V| le foncteur
AN (=) : E — E admet un adjoint a droite, on construit, dans cette situ-
ation, une structure précotensorisée canonique sur . De méme, pour une
catégorie V-précotensorisée E = (E, H, ...), on dit qu’elle est tensorisable si
pour tout A de |V le foncteur (—)# : E — E admet un adjoint & gauche. La
encore on construit, dans cette catégorie, une structure prétensorisée canon-
ique sur £.

On résume tout ce qui vient d’€tre dit avec le schéma suivant :

cat. enrich.

enrichissable enrichissable
atens. a cotens.
Z cotensorisable Z
cat. pretens. R —— cat. precot.

tensorisable

En observant ce schéma on ne peut que constater que les trois concepts
précédents décrivent en fait une méme “idée” sous différentes formes (ou
présentations).

Cette impression se confirme encore en constatant qu’on peut faire des mor-
phismes “mixtes” ¢’est- a-dire entre deux présentations différentes. On donne
le cas particulier qui suit, qu’on a appelé une V-passerelle P entre une
catégorie V-enrichie C et une catégorie V-prétensorisée E. C’est la donnée
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d’une application |P| : |C| — |E| et d’une famille de fleches de E,
(C(XY)AIP|(X) = |P(Y))

qui, comme les foncteurs que ces donnés généralisent, préservent 1’identité
et commutent avec la composition (voir I, section 5).

e (Partie IT) — A ce stade de réflexion sur cette “idée d’enrichissement”
commune aux trois concepts précédemment étudiés il était impératif de lui
donner un sens mathématique. Un nouveau concept s’impose. Nous lui
avons donné le nom de catégorie mutante (sur V) (René Guitart I’avait ap-
pelé bicatégorie V-graduée voir [2]). En voici une définition précise :

C’est la donnée B :

— d’une bicatégorie B,

— d’un morphisme strict de bicatégorie U : B — V (ou la catégorie monoi-
dale V est vue comme une bicatégorie a un objet x, ses fleches (resp. 2-
cellules) sont les objets (resp.fleches) de la catégorie monoidale).

Ces deux données sont astreintes a vérifier I’axiome suivant : Pour tout
X.,Y € |B|, le foncteur Uxy : B(X,Y) —» V(UX,UY) = V(*,x) = V est
une fibration discrete.

Comme on I’espérait, les catégories V-enrichies, les catégories V-prétensori-
sées et les catégories V-précotensorisées forment des classes d’exemples de
catégories mutantes. On dit de celles-ci que ce sont des exemples de base
de catégories mutantes. Mais chose étonnante, on montre que tout catégorie
fibrée [E sur une catégorie de base B a produits fibrés donne a chacune de
ses fibres £ une structure de catégorie mutante sur la catégorie cartésienne
(donc monoidale) B/ B.

L’ étude des catégories mutantes apporte aussi son lot de surprises. On con-
struit ainsi sur chacune d’elle une composition (dite) stricte entre les fleches
de B (ce sont les fleches de B qui s’envoient sur [ par U) avec les autres
fleches de B (composition a droite ou a gauche). En effet cette composition
est strictement associative et a strictement une unité a droite et a gauche. En
particulier B forme une catégorie qu’on appelle la catégorie sous-jacente a
B. Puis on construit canoniquement un foncteur 7'ri : VF x B? x B — Ens.
Ce foncteur T'ri va permettre de définir trois spécificités possibles pour une
catégorie mutante (on les appelle des “saveurs” en prenant exemple sur la
physique des particules). Ces trois saveurs sont 1’enrichie, la tensorisée et
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la cotensorisée. Evidemment, les trois exemples de base de catégories mu-
tantes ont des saveurs homonymes. De facon précise. Apres avoir remarqué
que les catégories V-enrichies, les V-tensorisées, les V-cotensorisées et les
mutantes sur V, forment chacune d’elles une 2-catégorie notée respective-
ment V-Cat, V-Pretens, V-Precot et Catu(V), on construit des plonge-
ments 2-pleinement fideles pe : V-Cat — Catu(V), ut : V-Pretens —
Catu(V) et uc : V-Precot — Catpu(V). On plonge aussi les V-passerelles
dans C'at;(V). Remarquons enfin que, pour une catégorie fibrée E sur une
catégorie B a produits fibrés, alors [£ est localement petite ssi pour tout
B € |B|,Epg, en tant que catégorie mutante sur B/ B, est de saveur enrichie.
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PARTIE 1
VUE D’ENSEMBLE DE PENRICHISSEMENT

Sommaire

1. Catégories enrichies a tenseurs

2. Les catégories V-prétensorisées

3. Les catégories V-précotensorisées

4. Réduction des catégories V-précotensorisées
5. Les passerelles

1. Catégories enrichies a tenseurs

Fixons au départ une catégorie monoidale V = (V, I, ®, u,, u4, ass) et don-
nons nous, pour commencer, une catégorie enrichie C dans V. Notons C la
catégorie sous-jacente a C et :
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Pour chaque X € |C|,QX C—Vet Yy C°? — V les foncteurs définis...
- sur un objet Y € |C, par y* (V) = C(X,Y) ety (V) = C(Y, X).

- sur une fleche f : Y — Y’ de C (soit une fleche f : I — C(Y,Y”) de V),
QX (f) estle composé suivant :

f®ld comp

CX,Y)—“~TecX, V) Sy, Y) 2 C(X, V)2 (X, Y") .
Similairement y () est le composé suivant :

comp

Idx f
(Y’

CY,X)=Cc(V, X))@l =C(Y, X)oC(Y,Y) ZEC(Y, X) .

Rappelons maintenant les définitions suivantes :

Définition 1.1. : 1)On dit que C est a tenseurs si pour tout X € [C| le
foncteur QX : C — V admet un adjoint a gauche (On fixe (=) A X : V. — C
un adjoint a gauche et % : Idy — y* (— A X) une unité de 1’adjonction).
2) On dit que C est & cotenseurs si pour tout X € |C| le foncteur

Yy, : C — V admet un adjoint a gauche (On fixe X5V — C%un

adJ01nt a gauche et X : I'dy — y X(X (<)) une unité de 1’adjonction).

Proposition 1.2. : On suppose C a tenseurs. Alors on peut munir C des
données suivantes:

1) Un foncteur A : V. x C — C,

2) Deux familles naturelles de fleches (1 A X =5 X) xelc| et

(A® BYAX T22% AN (BAX))(aBx)evxvxc)-

Ces données satisfont les propriétés suivantes :

a) Les fleches sx sont inversibles.

b) Pour tout A € |[V| et X € |C] les deux triangles suivants commutent:

(I®A)NX N(ANX)
m /
ANX
(A®I)ANX AN(INX)
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c)Pourtout A, B,C € |V| et X € |C| le diagramme suivant commute:

(A®B)@C)AX assnld (A® (BRO)AX
(A B) A (C A X) AN(B®C))ANX)

R%

AN (B A (CAX))

Preuve : - Commengons par construire le foncteur A : V. x C — C.
On connait déja pour chaque X € |C|, (=) A X : V — C. Définissons
maintenant, pour chaque A € |V|, AA (=) : C — C. Sur une fleche
x: X = X'deC, IdNz: ANX — AA X' est’unique fleche de C qui
rend le carré suivant commutatif dans V:

77231(/ / /

A C(X',ANX")

nfl Lywm
—_— /

C(X, AN X)EX([dAx)C(X, ANX')

A se définit alors sur une fleche quelconque (a,z) : (A, X) — (A, X’)
en posant

ANX L ANX = ANX DL A A x T2 A A X =

ANX AL AN XL AN X

Cette dernicre identité résulte des identités suivantes :
y*(IdAz).y*(anId).n) = QA,AX,(:(:).nif/ a=y*(aNId).y* (IdNz).n
ol la seconde identité résulte de cette autre identité dénotée (/1) : pour tout
(z,y): (X,)Y) = (X", Y')deC x C:

Yy, ().~ (

v) =y (1), (2)

La fonctorialité de A résulte de celles de (—) A X et AA(—) (La fonctorialité
de A A (—) résulte aussi de ’identité (I1) ci-dessus).

- Pour construire sy, pour chaque X € |C|, et montrer que ¢’est un isomor-
phisme, il suffit de montrer que (X, idx : I — C(X, X)) est un objet libre
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associé a I, pour le foncteur QX . sx : I AN X — X estalors I’unique fleche
de C qui vérifie I'identité y~ (sx).n¥ = idx. La naturalité de sx en X se
montre sans difficulté.

- Pour chaque (A, B, X) € |V x V x (|,

amapx : (A® B)AX — AN (B A X) est 'unique fleche de C qui fait
commuter le carré suivant dans V :

]

C(BANX,AN(BANX))®C(X,BAX)

MAoB l jcamp

C(X,AN(BAX))

yX(ama,B,x)

- La naturalité de am se montre sur les trois types de fleche suivants :
(a,Id, Id),(Id,b,Id), (Id,Id,z) ou a,b sont dans V et x est dans C. On
utilise pour chacun d’eux les identités suivantes (/2), (13) et (14), ou

xtloy 9.7 " T sont des fleches de C :

come7y7T.(gY(h) ® Ide(x,vy) gx(h).compxyvz

2
compx,zr.(Idezm) @y~ (9)) = compxy,r-(Y,(9) @ Idex,y))
COme,Z,T~(IdC(Z,T) & Qz(f) I:4 QT<f)'CompY,Z,T

.. Pour le premier type de fleche, cela résulte des identités suivantes :
X(am).y*((a ® Id) A Id).nXez = comp.(n5M @ ) .(a @ Id) =

X(a A (Id N 1d)).y* (am).nXyp ot la seconde identité résulte de (12).

.. Pour le second type de fleche, cela résulte de :

X (am).y* ((Id @ b) A 1d).n3ez = comp.(n5 " @n).(Id @ b) =

X(Id A (b A Id)).y™ (am).nigp o la seconde identité résulte de (12) et
13).

.. Pour le troisieme type de fleche, cela résulte de :

v (am).y* (Id Ax)0op = Yy, s (@)-comp.(nF" X ® ) =

y*(Id A (Id A x)).y™ (am).n4g 5 OU la premire identité résulte de (11) et
la seconde identité résulte de(12), (13) et (14).

- La commutation des triangles du (b):

.. Pour le premier triangle, cela résulte des identités suivantes :

< <

< <

—~
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Yy (ug A Id).nio = maug = y~(s).y™~ (am).nys 4 ot la seconde identité
résulte de (12).
.. Pour le deuxieme triangle, cela résulte des identités suivantes :
Y (ua A Id).nker = i ua = y* (Id A s).y™ (am).mh ou la seconde iden-
tité résulte de (12). B B
- Pour montrer la commutation du pentagone du (c). Notons f, (resp. fy) la
fleche composée de gauche (resp. droite) provenant du pentagone. L’identité
fq = fa varésulter des identités successives suivantes, avec 7' = C' A X, et
U= B/\(C/\X) V=AANBANCANX)),W=(BC)ANX:

(f d) A®B ®C —
COmpx,U,v (Idew,yy ® y* (amp.ox))- (N3 @ Npec)-assapo =
compx pv-(compryy @ Idecx,r)). (5 @ np) @0 ) =y~ (fo) -0 NasB)C:
ol la premiere identité résulte de (12) et (/3) et la trois1eme 1dent1te résulte
de(72).

Proposition 1.3. :Soient C,C’ € |V-Clat|. On suppose C et C’' a tenseurs.

1) On se donne en plus un foncteur enrichi F' : C — C'. Notons F' : C — C’
son foncteur sous-jacent (on utilise aussi les données A, s et am construites
a la proposition précédente). £ est alors muni d’une famille naturelle

(pax : ANF(X) = F(AN X)) x)evxc satisfaisant les conditions :
(M s) Pour tout X € |C| le triangle suivant commute :

o1,x

I AF(X) : F(IAX)

SFX F(sx)

FX

(Mam) Pour tout A, B € |V|et X € |C|, le diagramme suivant commute :

(A B)ANFX o AN(BAFX)
¢>j Lfdw
F((A® B) A X) ANF(BAX)

F(am) /

F(AA(BAX))
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2) On se donne cette fois, une transformation naturelle enrichie ¢ : F — F” :
C — C'. Alors, la transformation naturelle sous-jacente vérifie la condition
suivante :

(C¢) Pour tout A € |V ] et X € |C], le carré suivant commute :

IdAtx

ANFX —=SANF'X

| |

Preuve : 1) Soient A € |V | et X € |C|. On définit ¢4 x comme 1’unique
fleche AN F(X) — F(AA X) dans C’ qui rend commutatif le carré suivant
dans V :

A L C(X,ANX)

nﬁ‘;xl jFX,A/\X

C(FX,ANFX) (FX,F(AAX))

_ C’
Y7 X (pa,x)

- La naturalité de ¢ se montre sur les deux types de fleche suivants : (a, Id)
et (Id,z) ot a est dans V et z est dans C. On utilise pour chacun d’eux les

identités suivantes, (J1) et (J2), ot X —2>Y —~ Z sont dans C :

y"X(Fy).Fxy

FX,Z-QX (y) oY

Fsz‘gz("E) JZQ QFZ(E:E)‘FY’Z

Plus précisemment,

.. Pour le premier type de fleche, cela résulte des identités suivantes :

YPX (B Td)).g"X (0)nEX = Fuaonx o = g (6).g" (aATd)n§X
ou la premiere identité résulte de (J1).

.. Pour le second type de fleche, cela résulte de :

yFX (E([d A l‘))gFX (gﬁ)ﬁix = FX,A/\X/ 'gA/\X’(x)'nz)‘l(, =

QFX(gb).giFX(Id A F(z)).ni* ol la premiére identité résulte de (J1) et la
seconde identité résulte de(/1) et (J2).

- La propriété (M s) résulte des I’identités suivantes :
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Yy (E(sx)) -y X (drx)mf X = idpx = y"*(spx).nf ¥, ol la premiere
identité résulte de (J1).
- La propriété (M am) résulte des identités suivantes :
v (E(am)) y™ (d)nhZp =
F(BAX

comp.(y" " (0) © "X (9)).(ny ) @ nEY) =
yF X (0) .y * (IdNg).yF X (am).nk Xy, ot la premiére identité résulte de (J1)
et la seconde identité résulte de(11), (12), (13).
2) La commutation de (C'¢) résulte des I’identités suivantes.

T (Eanx) -y D) AT = Y ap )y (@) i ™ =

Yy
y (@) .y (Id A tx).ni™ ol la seconde identité résulte de (/1).

e Ces deux propositions nous conduisent a donner les définitions suiv-
antes :

Définition 1.4. :1) On appelle catégorie V-prétensorisée (a gauche)la donnée
E:

- d’une catégorie L ,

-d’unfoncteur A : V X EF — E,

- de deux familles de fleches : (1 A X =5 X)) xc|p| et

amaa,B,x

(A® B) N X ——= AN (BAX))(4,BX)elvxVxE|

Ces données sont astreintes a satisfaire les propriétés (a), (b) et (c) de la
proposition 1.2 . Lorsque, pour tout A, B, X, amy4 g x est inversible, on dit
que E est V-tensorisée (voir [4] et [5]).

2) E, [E’ étant des catégories V-prétensorisées, un morphisme E — E’ est la
donnée :

- d’un foncteur F : E — £,

- d’une famille de fleches (¢4 x : AN F(X) = F(ANX))ax)evxe de
E’, qui est naturelle en (A, X).

Ces données doivent satisfaire les propriétés (M s) et (Mam) de la proposi-
tion 1.3.

3) (F,¢),(F',¢") : E — E' étant deux morphismes entre catégories V-
prétensorisées, un 2-morphisme ¢ : (F,¢) — (F’,¢’) est la donnée d’une
transformation naturelle ¢ : F' — F’ vérifiant la propriété (C'¢) de la propo-
sition 1.3.

Remarque 1.5. : X. Rochard définit aussi des morphismes entre ses V-
modules (sa terminologie pour les catégories V-tensorisées). Ils correspon-
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dent aux morphismes (F, ¢) entre catégories V-tensorisées pour lesquels la
transformation naturelle ¢ est inversible (voir [5]).

e A partir de ces données on construit une 2-catégorie, notée V- Pretens.
Les propositions précédentes nous permettent de construire un 2-foncteur
® : V-ET — V-Pretens, ou V-ET est la sous-2-catégorie pleine de V-C'at
formée des catégories enrichies a tenseurs (On note de méme V-FE (' la sous-
2-catégorie pleine de V-C'at formée des catégories enrichies a co-tenseurs).
En fait, la vérification que V-Pretens est une 2-catégorie et que ¢ est un 2-
foncteur est quasi-immédiate, a I’exception de la commutation de ® avec la

composition. Dans ce cas, si C ¢ ¢ sont des fleches de V-ET,
alors I’identité ®(F'".F) = ®(F").®(F) résulte de I’identité suivante :

y I (E )y T (W px) mh T = FJIVX,F(A/\X)'FX,A/\X-UX ol on utilise
I’identité (J1).

Nous allons maintenant, dans la section suivante, nous efforcer de suivre
une démarche allant en sens inverse.

2. Les catégories V-prétensorisées

Les catégories V-prétensorisées (Déf. 1.4) généralisent donc les catégories
V-tensorisées (voir [5] et [4]).

Exemple 2.1. :1) Nous venons de voir que toute catégorie V-enrichie a
tenseurs génére un exemple de catégorie V-prétensorisée. A cette occasion,
donnons un exemple de catégorie V-enrichie C telle que ®(C) n’est pas V-
tensorisée (i.d. ses fleches am g x ne sont pas nécessairement inversibles
dans C) :

- Partons d’un espace topologique E. alors P(E) (I’ensemble des parties de
E) est un ensemble ordonné. On peut donc le voir comme une catégorie qui
est méme a produits (avec I’intersection) donc monoidale. L’ ensemble F des
parties fermées de £ peut lui aussi €tre vu comme une catégorie. C’est méme
une catégorie enrichie dans P(E) en posant pour F, F' € F, F(F,F') =
FeUF' (ou F* est le complémentaire de F’ dans F). Cette catégorie enrichie
est & tenseurs et on voit que pour tout A € P(E)et F € F, ANF =ANF
(I’adhérence de AN F' dans £). F muni de A : P(E) x F — F est donc
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une catégorie prétensorisée ou sp = Id. Par contre pour A, B € P(E)
et ' € F, linclusion (AN B)AF C AN (B A F) qui n’est autre que
la fleche am 4 g p, n’est pas toujours un isomorphisme (ici une identité). Il
suffit de prendre ¥ = R (muni de la topologie usuelle). A = Q, B = Q° et
F=10,1. Alors( ANB)AF =@ et AN(BAF)=][0,1].
2) Soit B une bicatégorie. Fixons deux objets X,Y € |B|. Alors B(Y, X)
a une structure de catégorie. Notons la £ (ou la composition provient de la
composition verticale de B) et B(X, X) a une structure de catégorie monoi-
dale. Notons-la V (ot le produit tensoriel provient de la composition hori-
zontale de B). Le foncteur A : V x £ — FE provient lui aussi de la composi-
tion horizontale de B. La transformation naturelle s est une restriction du u,
de B et am est une restriction de 1’associativité de B. On obtient ainsi une
catégorie V-tensorisée.
3) Un cas particulier de I’exemple précédent est obtenu en prenant pour B
une catégorie monoidale V (Notons x I’'unique objet de la bicatégorie). Ainsi
V devient une catégorie V-tensorisée en prenant X = Y = %. On retrouve
I’exemple 1 donné dans [4](2.3).
4) Un deuxieme cas particulier est obtenu en prenant B = Cat, X = C dans
|Cat|etY = 1 ("la” catégorie finale). Si on identifie B(Y, X) = [1,C] ~ C,
on retrouve I’exemple donné dans [4] (exemple 2). Cet exemple est aussi
signalé dans [1].
5) Redonnons I’exemple 3 de [4](2.3). E étant une catégorie a limites a
gauche finies et Ml = (M, n, 1) une monade cartésienne sur £. On sait que
E/M(1) peut étre muni d’une structure monoidale V ou I = (1,7;) et pour
(C,7),(C", ') € |V], (C,7) @ (C", ') = (C,#) on C est le produit fibré
de C—= M(1) <= M(C"), eton

M ('

&= (622 ML vy e M(1)).

On fait de £ une catégorie V-tensorisée ou pour (C,7) € |V|et X € |E

(C,7) A X est le produit fibré de €' — M (1) <2~ M(X) .

6) Soit B une catégorie a produits fibrés et £ une catégorie fibrée sur B5.
On suppose que pour tout f : X — Y de B, le foncteur changement de
base f* : Ey — Ex admet un adjoint a gauche (noté f,). Alors, pour tout
B € |B|, B/B est une catégorie cartésienne donc monoidale et la fibre E
a une structure de catégorie B/ B-prétensorisée, ol pour (A, a) € |B/B]| et

)
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X € |[Eg|onprend (4,a) A X = a,a*(X).

Remarques 2.2. : 1) Dans ’exemple 6, la fibre Ep qui est une catégorie
B/ B-prétensorisée (sous les hypotheses proposées dans 1’exemple) n’est pas
toujours B/ B-tensorisée (comme contre-exemple on peut, en s’inspirant de
I’exemple (1) précédent, considérer le foncteur P(FE)? — Cat, A — F(A)
ol E est un espace topologique et F'(A) est I’ensemble des parties fermées
de A, vu comme sous-espace topologique de FE).

2) Lorsqu’en plus la catégorie fibrée [E vérifie le critere de Beck, alors pour
tout B € |B|, Ep est une catégorie B/B-tensorisée, car ama, g (B p),x
s’exprime a I’aide de la transformation naturelle canonique a, f™* — f*b,
résultant du carré cartésien suivant dans B :

A/ L B/

s

Définition 2.3. :On dit qu’une catégorie V-prétensorisée E = (E,A,...)
est enrichissable si pour tout X € |E|, le foncteur (—) A X : V. — E
admet un adjoint a droite. On note (—)¥ le choix d’un adjoint a droite et
Ev¥ : (=) A X — (=) celui d’une co-unité de cette adjonction.

e On note V-T'E la sous-2-catégorie pleine de V-Pretens ayant pour ob-
jets les catégories V-prétensorisées enrichissables. Pour avoir des exemples
nous renvoyons a [4].

Proposition 2.4. :Si E est enrichissable il existe une structure de catégorie
V-enrichie canonique £ et un isomorphisme I' : £ — £.

Preuve : Méme preuve que dans [4] (section 2) ou E(X,Y) = (—)*(Y)
Pour la construction de T',on a: |I'| = Id et, pour toute fleche f : X — Y
de £, I'(f) : I — £(X,Y) est]’unique fleche de V telle que le carré suivant
commute :

IAX D% x vya X
[
X Y
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Proposition 2.5. : 1) Soient E et £’ deux catégories V-prétensorisées en-
richissables et (F, ¢) : E — E’ un morphisme. Alors, il existe un foncteur
V-enrichi canonique F : £ — &', faisant commuter le carré suivant :

E-f. g

FL lp

E—rE

ou & et £ sont les catégories V-enrichies canoniques associées a E et E'.
2) Soient maintenant (F, ¢), (F”,¢’) : E — E’ deux morphismes et
t:(F,¢) — (F' ¢) une cellule. Alors, il existe une transformation na-
turelle V-enrichie canonique 0 : F — F' : & — &', vérifiant ’identité
suivante :I/dpr.t = 6.1dr, ou F et F’ sont les foncteurs V-enrichis canon-
iques associés a (F, ¢) et (F', ¢').

Preuve : 1) Construisons F. On pose |F| = |F|. Puis, pour X, Y dans
|€| = |E| on considere I'unique fleche Fyy : E(X,Y) — E'(FX, FY) de
V qui fait commuter le carré suivant :

FxyNld

E(X,Y)ANFX2XLEeFX, FY)ANFX

| .

FEX,Y)AX) FY

F(Ev)

On vérifie facilement que Fx y.idx = idpx. (On utilise I’axiome (M s)).
Pour la vérification de I’identité :

COmpFX,F}sz.(.FYZ X FXY = .sz.COTan’y,Z , On montre les identités
suivantes (ou A =E(X,Y),B=E(Y,2),U =E(X,Y) A X):
EU??.(.FXZ N IdFX>.(COme,y7Z N IdFX) =

F(EU)Z/)F(]CZA VAN EU?).QZSB,U.(]dB VAN ¢A7X).am37A7FX =

EvEX (comprx ryrz A ldpx).(Fyz @ Fxy) A Idpx. (pour la premieére
identité on utilise (Mam)).

La vérification de la commutation du carré proposé se fait sans difficulté.

2) Construisons 6. Pour tout X € || = |E|, on pose 8x = ['(tx) (voir
la proposition précédente). On montre ensuite que 6 est une transformation
naturelle enrichie.
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Pour la vérification de I’identité :
Yy ¥ (0y).-Fxy = Y,y (0x).Fiy , on utilise les propriétés (K1) et (K2):

PT() = Edx, ), 5 T(f) = E(f, Tdx),

pour tout f : Y — Y’ dans E, puis on montre les identités suivantes (ou
A=E(X,Y)):

EUE/);;.(S,(Idpx, ty) A [dpx).(fxy VAN [dpx) = F/(E’Uﬁ)/()'tA/\X~¢A,X =
EU}P;%(/.(E/(tX, [dply) N [dpx.(./—'}(y VAN Idpx),

ol pour la seconde identité on utilise (C'¢). La vérification de I’identité
donnée dans 1’énoncé se fait sns difficulté.

e A partir des deux propositions précédentes on construit canoniquement
un 2-foncteur ¥ : V-T'E — V-Cat (la vérification de la 2-fonctorialité se
fait sans difficulté). En fait, on constate que pour tout E € |V-TE|, U(E) est
a tenseurs. On le voit en remarquant que, pour tout X € |E| le triangle (T")

suivant commute :
E - £
N S
14

On peut alors restreindre ¥ a V-T'E/ — V-ET'. De facon symétrique on
constate que pour tout C € |V-ET|,®(C) est enrichissable (immédiat) et
donc qu’on peut aussi restreindre ¢ a V-E'T — V-T'E.

Proposition 2.6. :La paire de 2-foncteurs ® et W produit une 2-équivalence
V-ET ~V-TE.

Preuve : 1) Pour I'isomorphie W.& =~ Id : Soit C € |V-ET| et posons
(C, N, s,am) = ®(C) et C = VP(C). Comme, pour tout X € |C|,
QX : C — V estun adjoint a gauche de (—)AX : V — C, il existe un isomor-

phisme canonique v~ : QX —C (Idx,—). Cela nous permet de construire
un isomorphisme V-enrichi v, : C — C (o |y¢| = Id et (v¢)xy = 755). La
vérification de I’identité fyﬁ(( adxy = id  se fait sans difficulté. Pour I’identité
coimpx.y.z-(7y ® 15 ) = 75 .compxy,z , on montre les identités suivantes
uA=C(X,Y),B=C(Y,2)):

Evii.(vg A Idx).(compxyz A Idx) = Evy.(Idg A Evy).ampax =
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Eqvx)f.(cofnpxﬂyz Aldx).(vy @) A Tdy.

Pour montrer que 7. est naturel en C, on montre que pour tout foncteur
V-enrichi F : C — C’ on a les identités suivantes (ot A = C(X,Y) et F est
le foncteur sous-jacent a F) :

Evii/(.(]}xy VAN ]d]:)()(’y})/( A Id]-‘X) = Z(EU})E).QbA’X ==

EU??E.(?XY A ]dpx> == EU;?(’V% VAN Id]-‘X).(.FXY N ]d]-‘X).

La seconde identité résulte des 1’identités

Q‘FX(E'Ugff().g}—X(}_XY A\ Id;X).an = fxy =

y X F(Ev).y"* (pax).mh™ ob, la encore, la seconde identité résulte de
(J1). B

Pour la 2-naturalité en C de 7, on montre que pour toute transformation na-
turelle enrichie t : 7 — F' : C — C’ on a, pour tout X € |C| :

(t.Id))x =tx = y(tx) = (Id,.t)x (0 y = e ourye et = UP(t)). La

deuxieme égalité résulte des identités suivantes :
~ FX
EU}"X-(’Y]—'X}"X A Id].‘X).(tX VAN [d]:X) = EU;_—:,)g((tX AN Id]:X) = tX-SFX =

~ FX
EU]:/X.(tX A [d]-‘X).

La deuxieme de ces nouvelles identités résultant elle-méme des identités :
QFX(EU%))(().QFX(ISX ANldrx)nTX =tx = QFX(tX>.gFX<SfX).7]IFX.

2) Pour I’isomorphisme ®.W ~ [d : Soit E € |V-T'E|. Notons
E=U(E) et (£ A, s am) = B(E). A cause de la commutation du triangle
(T") ( voir les commentaires avant cette proposition), on voit que, pour tout
X € |E], il existe un isomorphisme 6% : (—)AX - T.(-)AX :V — &.
En fait, pour (4, X) € |V x E|, X : AAX — AA X estnaturel en (A, X).
Pour cela on montre que, pour toute fleche =z : X — X’ de E, on a les iden-
tités suivantes :
y*T(Idanz).y* (05).7% = E(x, Idanx).ny =y~ (0%).y* (IdaATz).i7.
Dans la premiére identité on utilise (/K1) et pour la deuxieéme on utilise (K2)
et (I1). On montre ensuite que (I',0) : E — ®¥(EE) est un morphisme de
V-Pretens. Laxiome (Ms) se montre facilement. Pour (Mam), il faut
montrer que, pour A, B € |V| et X € |E|, on a I’identité :

05" Tdan0.amy grx = T(amap x).04sp5. Cela va résulter des iden-
tités suivantes (ot Y = BA X, Z=AAN(BAX), Y = BAX,
U=EX.Y)):

y*T(amapx)y* (Ohep) Ties = compxy,z.(my @ 1) =
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compx.y,z-(y,,(0) © Idy).(ny @ Idy).(Ida ® 1) =

Y (00).y* (Ldand).y™ (amy g x) Mg p-

Dans la premiére identité on utilise (K1), dans la seconde on utilise (/3) et
dans la troisieme (/1) et (12).

(T, ) dépendant de E, renotons le I'r. Pour montrer la naturalité en E de
I'g il faut montrer que pour toute fleche (F, ¢) : E — E' de V-T'E, le carré

suivant commute:
(F\¢)

T

-~

FJE F[E’

<

<&

:

(£:9)

olonanoté E=®U(E), F = U(F,¢), (F,¢) = ®(F). Lacommutation
au niveau des foncteurs sous-jacents a déja été signalée (voir la proposition
2.5). 1l faut ensuite vérifier que pour tout A € |V | et X € |E| le diagramme
suivant commute :

PA X

ANPF(X) s ANFD(X) =25 F(AATX)

EX l Lf((’ff )
Toa,x

T(AAFX)—22TFAANX) L FT(AAX)

Pour cela, on montre les identités suivantes : R
YPXT0 X O )X = Py an k= yPX E0) 4™ (dax) 5.
Dans la premiére identité on utilise (/K1) et dans la seconde on utilise (J1).
- La 2-naturalité de I'g, en E, est immédiate a vérifier.

- Enfin, le fait que ['g est inversible dans V-T'FE résulte du lemme suivant :

Lemme 2.7. :Si (F, ¢) : E — E’ est une fleche de V-Pretens telle que F et
¢ sont des isomorphismes, alors (F, ¢) est inversible.

Preuve : (du lemme) L’inverse de (F, ¢) est (F~,4) ou pour (4, X’)
dans [V x E'|, Yax = F7 ¢, pry). La vérification de (Ms) se fait
sans difficulté et pour (Mam) on utilise le fait que (F, ¢) vérifie (Mam) et
la naturalité de ¢~ 1.
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3. Les catégories V-précotensorisées

Définition 3.1. :Soit E = (E, A, s,am) une catégorie V-prétensorisée. On
dit qu’elle est cotensorisable si, pour tout A € |V| le foncteur

AN (=) : E — E admet un adjoint a droite. On fixe (—)* : £ — E, un
adjoint a droite et ev? : A A (—)* — (=) une co-unité a cette adjonction.

Remarque 3.2. : Dans [5] les catégories V-tensorisées qui sont cotensoris-
ables sont appelées des V-modules a  om internes.

Proposition 3.3. :On suppose que E est cotensorisable. Alors on peut munir
F des données suivantes :

1) un foncteur H : E x V? — FE,

2) deux familles naturelles de fleches (ox : X — H(X,I))xep et
(amXVA,B : H(H(X, A), B) — H(X, AR B))()@A,B)E\EXZXZ\'

Ces données satisfont les propriétés suivantes :

a) Les fleches o x sont inversibles.

b) Pour tout A € |[V| et X € E les deux triangles suivants commutent :

H(H(X, H(X,A®1I)

y w)

H(H(X, H(X,I® A)

¢) Pour tout A, B,C' € |K| et X € |E | le diagramme suivant commute :

H(H(X,A),B®C) H(X,A® B),C)

ml jm

HX,A® (B®(C)) H(X,(A® B)® ()

H(Id,ass)
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Dans la suite on notera X“ = H(X, A) et2* = H(x,a).

Preuve : - Commencons par construire le foncteur H : £ x V¥ — E.
Pour tout A € |V| on pose déja H(—, A) = (—=)? : E — E. Définissons
maintenant, pour chaque X € E, H(X,—) : V? — E. Sur une fleche
a:A— AdeV, H(Idx,a) : X* — X4 est 'unique fleche de E telle
que le carré suivant commute :

A/\XA/ IdNH (Id,a) A/\XA
a/\Idl lev
AN XA X

ev

H se définit alors sur une fleche quelconque (z,a) : (X, A) — (X', A’) de

E x V en posant : ( XA —> Hte.g)
( AR g HUdD) <y )

La derniere égalité résultant des identités suivantes :
evy,.(Idy N H(x, Idy)).(Ida A H(Idx,a)) = z.evi.(a A Idgx.a) =
evid,. (Idy N H(Idx,a)).(Ida N H(x, Idy)).

La fonctorialité de H (X, —) pour un couple de fleches A —*= A’ —= A",
résulte des identités suivantes : ev.(IdaAH (Idx, )).(IdA/\H(IdX, ) =
evy .((d'.a) A Idg(x av)) = evi.(Ida A H(Idx,a'.a)). La fonctorialité de
H résulte de celles de H(—, A) et H(X, —).

- Pour construire oy, pour chaque X € |E|, et montrer que ¢’est un isomor-
phisme, il suffit de monter que le couple (X, s& : I A X — X) est un objet
co-libre associé a X pour le foncteur I A (—).

ox est alors I’'unique fleche de £ qui fait commuter le triangle suivant :

X/A') _ (XAH(Id,a)XA/H(m,Id)X/A/) B

IdN\ox

INX ——X TAaX!

N A

La naturalité de o sur une fleche z : X — X’ résulte des identités suivantes
evh,.(Idy N H(z,Idr)).(Id; ANox) = x.sx = evk,.(Id; Nox).(Idr A z).
- Pour chaque (X, A, B) € |[E x V? x V|,
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amxap: HH(X,A),B) - H(X,A® B) est I'unique fleche de £ pour
laquelle le diagramme suivant commute :

(A® B)AH(H(X, A), B) fdnam (A9 BYAH(X,A® B)
AN(BANH(H(X,A),B)) ev
M
ANH(X, A) —— X

La naturalité de am se montre sur les fleches (z, Id, Id), (Id, a, Id),
(Id,1d,b)de Ex VP xV?Pouzx: X — X' a: A— Ab: B— B.
Mais, sionpose C = A® B,Y = H(X,A),Z = HH(X,A),B),

Y' = H(X, A", 2" = HH(X,A),B),Z" = H(H(X,A),B'), cellesci
résultent :

.. Pour la premiere fleche, des identités suivantes :

ev$,.(Ido NH (2, Ide)).(Ide Aamx ag) = x.evi.(IdaNevE).amap 7z =
61])0(/.([(10 VAN amX/,A,B).(IdC VAN H(H(I, IdA), ]dB))

.. Pour la seconde fleche, des identités :

ev.(Ide N H(Idx,a ® Idg)).(Idc A amx arg) =

evf}/.(IdA/ AevE).ama gz ((a® Idg) AN ldg) =

evy (a A Idy)).(Ida A evE).amap g =

€U)C(.(Idc N OémX7A’B).(IdC VAN H(H(Idx, (l), IdB>)

.. Pour la troisieme fleche :

evg.(ldc N H(]dx, IdA X b))(ldc A amA,an) =

evy.(Ida A evgl).amAB/’Zv».((IdA ®b)ANIdg) =

ev.(Ide N amx ag).(Ide N H(H(Idx, 1da),b)).

- Vérifions maintenant les propriétés (b), (c¢) de 1’énoncé apres avoir posé
A=IAY=H(X,A),A”=A,D=AB,F=(A® B)®C,
Z=H(H(X,A),B),T=HHHX,A),B,C),F=BxC.

.. Pour (b)(deuxieme triangle), cela résulte des identités suivantes :
6?])‘4(/.(16114/ A amXJ,A).(IdA/ A O’A) = 61)34}.(’&9714 A Idy) =

evy .(Ida N H(Idx,ug 4)).

.. Pour (b)(premier triangle), cela résulte de :

evy (Ida Namx ag).(Ida A oa) = evy.(uga A Idy) =
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evy (Ida» N H(Idx,ug4)).

.. Pour (¢), on montre les identités suivantes :

GU)E(([CZE VAN amX7D7C).(IdE VAN H(OszA,B, [dc)) =

evR.(Idp N amx ap).(Idp A ev§).amp cr =
evi.(IdaNevB).(IdaA(Idpg Nev)).(IdaNampcr).amapr.(assapo
IdT) == €U)E(.(IdE/\H(Idx,CLSSA’B’C».(ICZE/\OémXA’F).(IdE/\Oémy’B’C).

Remarque 3.4. : Lorsque am est inversible (c.a.d. lorsque [E est V-tensori-
sée) alors aum est, lui aussi, inversible (car ama g, :

H(—,B).H(—,A) - H(—, A® B) se déduitde am p — :

(A® B) AN (=) = AN (—).B A (—) par adjonction a droite).

Proposition 3.5. : Soient E, E’ € |V-Pretens|. On suppose que E et E’ sont
cotensorisables.

1) On se donne en plus un morphisme (F, ¢) : E — E'. Alors, en plus des
structures (H, o, am) dont on peut munir IE, E (voir proposition précédente),
on peut aussi munir ' : E — E’ d’une famille naturelle

(Vx4 : F(XA) = F(X)*)(x,4)epxver| satisfaisant les conditions suiv-
antes :

(Mo) Pour tout X € |E|, le triangle suivant commute :

F(X)
4 iy %
F(X7) — F(X)

(Mam) Pour tout X € |E| et tout A, B € |V, le diagramme suivant com-
mute :

1

F((X4)P) v F(X4)?

F<am>l lwld

F(XA9P) (F(X)4)?
F(X)A®B
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2) On se donne, cette fois, une 2-cellule ¢ : (F,¢) — (F',¢') : E — F
dans V-Pretens. Alors la transformation naturelle sous-jacente vérifie la
condition suivante :

(Cv) Pour tout X € |E| et tout A € |V le carré suivant commute :

F(XA) 24 pr(x4)

A

F(X)At—,XfF/(X)A

Preuve : 1) Soient X € |E|et A € |V|. On définit ¢)x_4 comme 1’'unique
flecche F(X4) — F(X)# dans E' qui rend commutatif le carré suivant :

IdN\px A

AN F(XAY 25 A (FX)A)

o |-

F(AAXA) F(X)

F(ev)

- La naturalité de 1) se montre sur les fleches (z, Id) et (Id,a) de E x VP
ouzr: X — X'eta: A — A.

.. Pour la premiere fleche, on montre les identités suivantes :

evir.(Ida N F(x)19).(Ids Npx a = F(z).F(evy).daxa =

GU?X/.(IdA VAN ¢X/7A).(IdA VAN F(I‘IdA).

.. Pour la deuxieme fleche, on montre encore que :

evipy . (Ida A ((Idpx)®).(Ida Abx,a) = F(ev).daxa.(a A ldpxay) =
F(GU}?).F(IdA//\(Idx)a>.¢A/7XA == 61}?;(.(IdA//\ﬁ/)XA/).(IdA//\F((Idx)a)>.
.. Pour (M o), on montre que :

QUIIU‘X.(Id[ A UF)() = SFpx — GUéx.(Id[ N l[))(,[).(ld[ A F(Ux))

.. Pour (M am), on montre successivement (en posant C' = A ® B,

Y =X4 7 =(X"HB):

6UgX.(Idc/\1/)X7c).(Idc/\F(OémX,A,B)) == F(GU)C().F(]dc/\OémX,AB).gf)QZ
= F(evy). F(Ida A evE).gpa prz.(Ida N bOBz).amapy =

QUgX.(IdC VAN amFX,A,B).(IdC A Q/Jggi)(fdc A wY,B)-

2) La commutation du diagramme de (C'y)) résulte des identités suivantes :
evp o (Ida AEA).(Tda Npx a) = tx Fevy).guxa =
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e Ces deux propositions nous conduisent a donner les définitions suiv-
antes :

Définition 3.6. : 1) On appelle catégorie V-précotensorisée 1a donnée E :

- d’une catégorie F,

-d’un foncteur H : £ x V? — FE,

- de deux familles naturelles de fleches (ox : X — H(X,I))x¢p et
(OémX,A,B : H(H(X, A), B) — H(X, A® B))(X7A7B)E\E><Z><Z\'

Ces données sont astreintes a satisfaire les propriétés (a), (b), (¢) données
dans la proposition 3.3.

Lorsque pour tout (X, A, B) € |[E x V% x V| amx a p est inversible on
dit que E est une catégorie V-cotensorisée.

2) E et E’ étant des catégories V-précotensorisées, un morphisme E — [E’
est la donnée :

- d’un foncteur ' : E — E’,

- d’une famille naturelle (x4 : F(X?) = F(X)?)(x,4)e/mxver|

Ces données doivent satisfaire les propriétés (Mo) et (Mam) de la propo-
sition précédente.

3)(F,¢), (F',¢) : E— E étant deux morphismes entre catégories
V-précotensorisées, un 2-morphisme ¢ : (F,¢) — (F’,¢’) est la donnée
d’une transformation naturelle ¢ : F* — F” vérifiant la condition (C'y) de la
proposition précédente.

e A partir de ces données on construit une 2-catégorie notée V-Precot.
Apres avoir aussi noté V-T'C' la sous-2-catégorie pleine de V-Pretens for-
mée des objets cotensorisables, on construit, avec 1’aide des deux proposi-
tions précédentes, un 2-foncteur A : V-T'C' — V-Precot. La vérification
que V-Precot est une 2-catégorie et que A est un 2-foncteur est aisée.

4. Réduction des catégories V-précotensorisées

Remarque 4.1. : Quand on compare les définitions de catégories V-préten-
sorisées et V-précotensorisées, on y voit plus qu’une simple analogie. Il y
a clairement une dualité entre ces deux concepts. Mais de quel genre de
dualité s’agit-il 7 C’est ce que nous allons préciser maintenant. Grace a cela
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les 2-foncteurs construit précédemment vont pouvoir se dualiser et produire
de nouvelles équivalences de 2-catégories.

o V= (V,®,1,uy, uq,ass) étant une catégorie monoidale, on note V*
la catégorie monoidale (V*, ®*, I*, u;, uj, ass*) o,
V=V,
-Pour A, B € |V|,A®* B = B ® A (méme chose pour les fleches),
-1 =1,
-Pour A € |V, (u; o : " @A — A) = (uga: A® I — A),
(U AR = A) = (uga: T ® A— A,
- Pour 4, B,C € |V|, (asshpo: (A" B)®@ C = A" (B ()) =
(assCBA CR(B®RA) — (CRB)®A).

e Donnons nous maintenant une catégorie V-cotensorisée
E = (E, H,o,am). On lui associe la catégorie V*-prétensorisée
Red(E) = (EP, A\, s,am),ou A : V. x E? — E° est le foncteur composé
suivant :

Vo x Bor 2 por s v 2 (B x yoryor 22 por

-Pourtout X € |[E?| = |E|, (sx : INX = X) = (0x : X — XT)op
-Pourtout A, B € |V]et X € |[E”| = |E],

((A®* B)AX 22U A(BAX) ) = ((XB)ATED oA yor

En fait, cette construction se prolonge en un 2-foncteur inversible
Red : V-Precot — (V*-Pretens)®’ (ou la notation(—)°" signifie qu’on a
dualisé la composition verticale).
- Sur une fléche (F, ) : E — E' de V-Precot on a:

( Red(E)“" M Red(®) ) = ( Red(E) T2 Red(E) ).

oupour A € |V|, X € |E”|,

dA,X
) —

(AN FoP(X FP(AAX)) = (F(XA) 254 p(x)A e,
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- Sur une 2-cellule ¢ : (F,¢) — (F',¢') : E — E' de V-Precot ona:

Red(t) =t ot ( F'P(X) = For(X) ) = ( F(X) -2~ F'(X) )P,

e Soit E = (E, H, 0, am) une catégorie V-précotensorisée.

Définition 4.2. : 1) On dit que E est enrichissable si, pour tout X € |E|,
le foncteur X(=) : V? — E admet un adjoint & gauche. Notons V-CFE la
sous-2-catégorie pleine de V-Precot dont les objets sont enrichissables.
2) On dit que E est tensorisable si, pour tout A € |V]|, le foncteur (—)
E — E admet un adjoint a gauche. Notons V-C'T" la sous-2-catégorie pleine
de V-Precot dont les objets sont tensorisables.

A .

Remarque 4.3. :Ayant noté (E°’, A, s,am) = Red(E), on voit que, pour
tout A € |V|, le foncteur (—)* : E — E admet un adjoint a gauche ssi
AN (=) : B — E admet un adjoint a droite et donc E est tensorisable

ssi Red(EE) est cotensorisable. On peut donc considérer la restriction
Red : V-CT — (V*-TC)°P".

e Notons V : V-C'T' — V-Pretens le 2-foncteur composé suivant :
(V-CT B (y*-1Cyore 2% (V*-Precot)? 2. Pretens
Soit E € |V-CT|. Ecrivons E = (E, H,0,am) et V(E) = (E, A, s, am).

Décrivons maintenant succintement les ingrédients de cette catégorie
V-prétensorisée. On remarque déja que, pour tout
A€ |V|, AN (=) - (=)A. Notons ve I'unité de cette adjonction.
- Pour chaque X € |E| et chaque fleche a : A — A’ de V,
aNId: ANX — A" A X est’'unique fleche de E, rendant le carré suivant
commutatif dans £ :

X Y~ (A AX)Y

(AN X)A——= (A A X)A

(anId)’
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- Pour chaque X € |E|,sx : I A X — X est 'unique fleche de E, rendant
le triangle suivant commutatif dans E :

27N
(IAX) X!

Id
Sx

-Pour chaque A, B € |V|et X € |E|,ampax : (BRAANX — BA(ANX)
est 'unique fleche de £, rendant le diagramme suivant commutatif dans £ :

X s (ANX)A

veld

ve (BA(ANX))P)A

Jom

(B® A) A X)BeA (BA (AN X))BeA

amld

- Si maintenant (£, 1)) : E — E’ est une fleche de V-CT et (F, ¢) = V(F, )
alors, pour tout A € |V]et X € |[E|, pax : ANF(X) = F(ANX) est
I’unique fleche de £, rendant le carré suivant commutatif dans £ :

F(ve)

F(X) F((ANX)")
N
(ANF(X)* —= F(AA X)*

Enfin, sit : (F,¢) — (F',¢') : E — E est une 2-cellule de V-C'T, on a en
fait V(t) = L.

Lorsque Eq € |[V-T'C| et E; € |[V-CT)|, on constate que

A(Ey) € |V-CT| et V(E,) € |V-T'C|. On peut donc considérer les
2-foncteurs restrictions suivants :

V.TC % V.CT
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Proposition 4.4. : On a la 2-équivalence suivante :
vV-1TC = V-CT

Preuve : 1) L’isomorphisme ¢ : Id — VA est donné, pour chaque
E € |[V-TC|, par ig = (Id,0) : E — VA(E) ou, aprés avoir not¢ E =
(E, N, s,am),
A(E) = (E,H,0,am) et VA(E) = (E, A, s,am), pour tout A € |V|,
641 AA(=) — A A (=) est la transformation naturelle inversible provenant
du fait que A A (=) et AA(—) sont tous deux adjoints 2 gauche de (—)*.
- Le fait que 6% soit naturel en (A, X) résulte de la commutation des dia-
grammes suivants (ou X € |E|, a : A — A’ est dans V et o on a posé
Y=ANX):
(a A Idx )14 (647 ved = (a A Idx )4 ved = (1d2).ved =
(4 AIdy).(anIdx )" vet
ou la deuxieme identité résulte des nouvelles identités suivantes :
ev.(Ida A (a A Idx)™4).(Ids Avey) = a A ldy =
ev.(Ida A (Id%)).(Ida A ves)
- On montre ensuite que (g = (Id, ) est un morphisme de catégories V-
prétensorisées.
.. Pour (M s) cela résulte des identités suivantes :
s pels = gy = $1d vel = 1 511 pel | on la seconde identité résulte,
elle méme, des nouvelles identités suivantes :
evh.(Id; AN ox) = sx = evk.(Id; A s¥7).(Id; A ev’).

Pour (Mam) cela résulte des identités suivantes (ou A, B € [V| et
X € |E| et ou on écrit aussi, pour simplifier, C = A® B, Y = BA X,
Z=AN(BAX)):

Idg  sclde o _  Idc C _ Aldg B _

§AC (Id4N6B)1de am’S, e ot la seconde identité résulte, elle méme,
des nouvelles identités suivantes :

evs .(Ide N (amIACfCBjx)).([dc Ave§) = amapx =

evs.(Ide N amg ap).(Idc A (ved ™). (Ide A veB)

- Montrons que g est naturel en E. Soit (F,¢) : E — E’ une fleche de
V-TC. Notons VA(E) = (E, A, s,am), VA(E') = (E', N, 8, am),
(Fy) = A(F, ¢) et (F,¢) = VA(F, ¢)). Pour montrer la naturalité de ¢ sur
(F, ¢) il nous faut montrer, pour tout A € |V| et X € |E|, la commutation
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du carré suivant :

@ax

ANF(X) 22 P(AAX)

S l lF(S;‘}

ANF(X) ——= F(AA X)

A, X

Cela résulte des identités suivantes (ou Y = A A X):

F(d%). ¢f4d§( vepy = Pya.Flvey) = ﬁxdﬁf vepy = 114d§( (5/?)()[“ Wy
ol la seconde identité résulte, elle méme, des nouvelles identités suivantes :
vy (Ida N ¢51%).(Ida N vey) = gax =
eviy . (Ida N Py .a).(Ids N F(vey))

- La 2-naturalité de (r se montre sans difficulté.
2) L’isomorphisme AV ~ [Id résulte de I’isomorphisme VA ~ Id en
appliquant le 2-foncteur Red.

Proposition 4.5. : On a la 2-équivalence suivante :
V-EC = V-CE
Preuve : 1) On commence par construire un 2-foncteur
Op : V-Cat — (V*-Cat)?".

I1 est défini,

(C) =C,o0u [CP?| = |C|etC?(X,Y) =
C(Y, X). On vérifie qu’on construit ainsi une catégorie V*-enrichie.

- sur une fléche F' : C — C' de V-Cat, Op(C —2=C") = (¢or 5 crov )
(b [FP| = [F| et Fiy = Fxy),

-surune 2-cellule t : ' — F' : C — C',Op(t) = t? : F'? — F° (ou

op

(I+ -2 oo X, ForX) ) = (1 -2 C(FX, F'X))).

2) On remarque ensuite que le 2-foncteur Op se factorise par le 2-foncteur
V-EC — (V*-ET)" car on voit, pour une catégorie V-enrichie C, qu’elle
est a co-tenseurs ssi C? est a tenseurs. Comme pour le foncteur Op , cette
factorisation est un 2-isomorphisme.

3) D’un autre c6té, soit £ une catégorie V-précotensorisée. Alors on voit
facilement que E est enrichissable ssi Red(E) est enrichissable. On obtient
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ainsi a nouveau une factorisation V-CE — (V*-T'E)° du 2-foncteur Red.
La encore le 2-foncteur Red et sa factorisation sont des 2-isomorphismes.
4) On est maintenant en mesure de construire les 2-foncteurs ® et U com-
posés suivants :

V-EC —2% (V+-ET)ve 22 (v E)m i y.oF

V-CE B (v Eyer 27 oy pr)em P y_EC

5) On a les isomorphismes 0. ~ [det ®.U ~ Id, obtenus partir des
isomorphismes W.$ ~ [d et .U ~ [d (voir la proposition 2.6).

S. Les passerelles

Remarque 5.1. : On a constaté que, sur une catégorie monoidale V, les con-
cepts de catégorie enrichie, catégorie prétensorisée et catégorie précotensori-
sée se correspondent deux a deux. Il semble donc que chacun d’eux représen-
te une méme idée d’enrichissement mais déclinée de facon différente. Ce qui
va suivre va abonder dans le méme sens puisqu’on va construire des mor-
phismes entre deux différentes de ces représentations (précisemment entre
les catégories V-enrichies et les catégories V-prétensorisées).

Définition 5.2. :1) Soient C une catégorie V-enrichie et E = (E, A, s,am)
une catégorie V-prétensorisée. On appelle V-passerelle de C dans E la
donnée P,

- d’une application | P| : |C| — |E]|,

- pour chaque couple (X,Y") € |C|? d’une fleche

mxy : C(X,Y) A |P|(X) — |P|(Y) dans £ (Dans la suite on écrira P(X)
au lieu de | P|(X), pour chaque X € |C|).

Ces données sont astreintes a vérifier les conditions suivantes :

(PU) Pour tout X € |C|, le triangle suivant commute dans E :

idx AId

INPX

C(X,X)APX

SPX TXX

PX
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(PC) Pourtout X,Y, Z € |C

, le diagramme suivant commute :

(C(Y,Z) @ C(X,Y)) A PX ——™ . C(Y,Z) A (C(X,Y) A PX)
comp/\ldj l/[d/\wxy
C(X,Z) A PX C(Y,Z) A PY

Pz

2) P, : C — E étant des V-passerelles, un morphisme ¢t : P — () est
la donnée d’une famille de fleches (tx : PX — QX)x¢c telle que, pour
tout couple (X,Y) € |C|? le carré suivant commute (ou P = (|P|, ) et
Q = (|Q], k)):

TdAtx

CX,Y)APX 2 (X, V) A QX

7TXYL lKIXY

PY QY

ty

Les V-passerelles C — E et les morphismes entre ces V-passerelles for-
ment une catégorie notée V-Pass(C,E).

Remarque 5.3. : Dans [1] J.Benabou définit le concept de V-préfaisceau
(ou encore V-foncteur vers V), qui est un cas particulier de celui de V-
passerelle (c’est le cas particulier ou la catégorie V-prétensorisée, entrant
dans la définition, n’est autre que V elle méme).

Exemples 5.4. : 1) Soit M = (M, n, ;1) une monade sur une catégorie C.
On peut la voir comme un monoide dans la catégorie monoidale stricte V des
endofoncteurs de C'. De plus, on a vu qu’on pouvait faire de C une catégorie
V-tensorisée C ou FF A X = F(X) (voir 2.1(4)). On constate alors que
les V-passerelles M — C correspondent aux algebres de M. On a en fait
Alg(M) ~ V-Pass(M, C).

2) Plus généralement, V étant une catégorie monoidale, M un monoide dans
V (vu comme catégorie V-enrichie a un seul objet %) et [E une catégorie V-
tensorisée, on a une équivalence de catégorie Alg(M") ~ V-Pass(M,E)
(pour la monade M” voir [4]) (On associe a I’algebre (X, a) la passerelle
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P = (|P],m) ot |P|(x) = X et m,, = a).

3)(voir aussi [1]) Soit maintenant V une catégorie monoidale et C une catégorie
enrichie dans V. Pour chaque X € |C|, on construit une V-passerelle y* :
C — V. Elle est donnée par y* = (C(X,—),7) ot 7~ est la famille
(73 2) (v.z)elcpz avee my , = (comp : C(Y, Z) ® C(X,Y) — C(X, Z)).

4) Voir la passerelle y définie plus loin.

e Foncteur sous-jacent d’une passerelle :
Soient C une catégorie enrichie dans V et E = (E, A, ...) une catégorie V-
prétensorisée. P : C — E étant maintenant une V-passerelle, on lui associe
un foncteur P : C — E (ou C est la catégorie sous-jacente a C). Ecrivons
P = (|P|, ). Alors :
- Evidemment |P| = |P|.
- Si maintenant f : X — Y est une fleche de C (donc f : I — C(X,Y) est
une fleche de V) alors P(f) : PX — PY est donné par le composé suivant
dans E:

PX —=1APXMe(X,Y) A PX XL pY
En fait, on construit un foncteur canonique U : V-Pass(C,E) — [C, E] ou
U est défini sur un objet comme ci-dessus et sur une fleche ¢ : P — P, U(t)
est la transformation naturelle P — P’ définie par la famille ¢ elle méme.
La fonctorialité de U est immédiate.

e Le distributeur V-Pass :
On cherche a composer les V-passerelles a droite et a gauche.
- Pour cela, soient C,C" € |V-Cat| et E,E’ € |V-Pretens| et considérons la
situation suivante :

R R S O S
ou F' est un foncteur V-enrichi, P = (|P|, 7) une V-passerelle et & = (f, ¢)
un morphisme de V-Pretens. A partir de ces données on obtient les V-
passerelles composées suivantes :
1) P.F : C' — E est défini par P.F' = (|P|.|F|,n’) ou,
pour X', Y" € |C'|, 7's/y estle composé suivant :

F

C'(X,Y') A PF(X XY (R(XY, F(Y') A PR(X) 2 PR(Y?)
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2)®.P: C — E est défini par &.P = (| f|.|P|,7) ou, pour X,Y € |C
est le composé suivant :

» TXY

C(X,Y)A fPX —2= f(C(X,Y) A PX) I™XX Py

- De méme au niveau des 2-cellules, si ¢ : Fy — F; : C' — C est une 2-
cellule de V-Cat, p : Py — P, une fleche de V-Pass(C,E) et 6 : &g —
®, : E — E une 2-cellule de V-Pretens( ou ®; = (f;, ¢;)), on obtient les
morphismes de V-passerelles composés suivants :

1) - Lorsque p = Id (alors Py = P, = P), Idp.t : P.Fy — P.F} est donné,
pour X' e |CI|, par: ([dp.t)X/ =

tyrNId

(PRX' T A PRX 2 C(FR X!, FIX) A PR XY P R X7 )

- Lorsque t = Id (ou Fy = Fy = F),p.Idp : Py.F — P,.F est donné, pour
X' S |C/ , par (p.]dF)X/ = Prx’-

2)- Lorsque p = Id (alors Py = P, = P), 0.1dp : ®y.P — ®1.P est donné,
pOU.I'X € |C|,par (eldp)x = QPX : fQPX — fle

- Lorsque 0§ = Id (alors &g = &1 = & = (f,¢)), [de.p : D.Py — D.P; est
donné, pour X € |C|, par (Ide.p)x = f(px) : fP0 X — fPX.

A I’aide de ces différentes constructions on obtient un 2-foncteur :

V-Pass : (V-Cat)P x (V-Pretens) — Cat

(ot (—)°P" signifie qu’on dualise ici la composition horizontale). En d’autres
termes on a construit ainsi un 2-distributeur V-C'at — V-pretens.

Proposition 5.5. :Fixons une catégorie V-prétensorisée E. On suppose que
[E est enrichissable. Alors le 2-préfaisceau V-Pass(—,E) : (V-Cat)®P" —
Cat est 2-représentable.

Preuve : [E étant enrichissable, fixons, pour chaque X € |E|, un adjoint
adroite £(X,—) de (=) AX et Ev* : £(X,—)A X — (—) une co-unité
de cette adjonction. On note encore £ la catégorie V-enrichie canonique
obtenue a I’aide de ces choix.

- On voit immédiatement que £ = (Id|g|,€) (o € = (exy)x,yve|| et
Exy = Ev{f ) est une V-passerelle £ — [E.

- Montrons que (£, E') est une 2-représentation de V-Pass(—, E).
Soit C € |V-Clat|.
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)

. Soit aussi P = (|P|,m) € |V-Pass(C,E)|. Pour chaque X,Y € |C
) 'unique fleche de V telle que

considérons Fxy : C(X,Y) — E(PX,PY
le triangle suivant commute dans K :

FxyANld

C(X,Y)APX E(PX,PY)APX

TXY %

PY

Montrons que I' = (|P|, (Fxy)(x,v)e|c|z) définit un V-foncteur C — &.

... axiome des unités est facile a vérifier.

... Pour I’axiome de composition cela résulte des identités suivantes (ou
XY, Ze|Clet A=C(X,Y),B=C(Y,2)):
EUE?.(FXZ/\]dpx).(COmpxyz/\]dpx) = ﬂyz.(IdB Aﬁxy).amB7A7pX =
EvE% (comppx py.pz A ldpx).((Fyz @ Fxy) A Idpx)

On voit immédiatement que £.F' = P et que F' est I’'unique V-foncteur
C — & vérifiant cette identité.

.. Soit p : P — P’ une fleche de V-Pass(C, E). Pour chaque

X € |C|, posons tx = I'(px) et montrons que t = (tx) x¢|c| est une transfor-
mation naturelle V-enrichie /' — F” (F' et I étant les uniques V-foncteurs
tels que £.FF = P, E.F’ = P’). Pour cela il faut montrer que pour tout
X,Y € |C| le carré suivant commute :

C(X,Y)—2XY £(PX, PY)
F;(YL ly” (tv)
E(P'X,P'Y)—=E(PX, P'Y)

Ypry tx)
Or cela résulte des identités suivantes :
Evg/)f/.(gpx(ty) VAN Idpx).<FXY N Ide> = ty.ﬂ'XY =
Evﬁf/.(gp/y(tx) A Idpx).(Fxy A Idpx) ou pour la premigre identité on
utilise (/K1) et pour la seconde c’est (K2).

Enfin, le fait que ¢ : F' — F’ est I'unique fleche de V-Cat(C,E) telle que

(EFIEL B ) = (P2~ P') résulte de la définition de t.

Corollaire 5.6. :([4]) V étant une catégorie monoidale, [E une catégorie V-
tensorisée enrichissable et M un monoide dan V, alors on a un isomor-
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phisme canonique :
AlgM") = V-Cat(M, &)
ou & désigne la catégorie enrichie sur V canonique associée a [E.

Preuve : Car Alg(M”") ~ V-Pass(M,E) ~ V-Cat(M,E) ou le pre-
mier isomorphisme résulte de I’exemple 5.4( 2) et le second de la proposition
précédente.

e La passerelle y:

Fixons une catégorie V-enrichie C. Montrons que V*-Pass(C, V*) a une
structure de catégorie V-tensorisée (ou V* désigne encore la catégorie V*-
tensorisée associée a la catégorie monoidale V*). Construisons déja le fonc-
teur A : V. x (V*-Pass(CP,V*)) — V*-Pass(C?,V*),

- sur un objet (A, P) (ou P = (|P|, 7)), ANP = (|[AAP|,ANT) ou,
~JANP||CP| = [V, X — A® P(X),

. pour X, Y € |C?| = |C|, (A A T)xy estle composé suivant :

1d®mxy

(A P(X))®C(Y,X) > A (P(X)®@C(Y,X))—A® P(Y)

Cequiaunsenscar C?(X,Y)®* (AANP)(X)=(A® P(X))®C(Y,X),
PX)®C(Y,X)=CP?(X,Y)®*P(X) et A P(Y)=(AANP)Y).

- sur une fleche (a,p) : (A, P) — (A, P"), aAp: ANP — A" A P'estle
morphisme de V*-passerelle défini, pour X € |C°|, par

((AAP)(X) 254 A PY (X)) = (A® P(X) 2254 @ PI(X)).
On obtient la catégorie V-tensorisée (V*-Pass(C, V*), A, s,am) (ou s et
am proviennent de u, et ass de la catégorie monoidale V).

On construit maintenant une passerelle y : C — V*-Pass(C,V*) en
posant y = (|y,II) ot
-ly| : |C] = |V*-Pass(C,V*)| est donné, pour X € |C],
par [y|(X) = yx = (lyx|, mx) avec |yx| - [CP| = [V*],Y = C(Y, X)) et
pour (Y, Z) € 7| = [C],
(mx)yz = comp : C(Y,X)®C(Z,Y) — C(Z,X) ce qui a un sens car
Cr(Y, Z) @ |yx[(Y) = C(Y, X) @ C(Z,Y) et [yx[(2) = C(Z, X).
-Pour (X,Y) €|C|*et Z € |

(COXY) Ayx)(2) 22y )(2)) = (C(X,Y) @ C(Z, X) ™= C(2,Y))
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