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L’ENRICHISSEMENT ET SES
DIFFERENTS POINTS DE VUE, II

Jacques PENON

Résumé. V étant une catégorie monoidale, il y a trois fagcons d’enrichir une
catégorie dans V. On obtient les trois concepts de 1) catégorie V-enrichie ou
V-catégorie (voir [3]), 2) catégorie V-prétensorisée (voir [1], [5] et [4]), 3)
catégorie V-précotensorisées. On a montré dans la partie I comment passer
des uns aux autres et les équivalences qui en résultent. Dans cette partie Il on
introduit le concept de catégorie mutante sur V (voir [2]) qui généralise les
trois concepts précédents. On construit alors trois plongements 2-pleinement
fideles vers la 2-catégorie des catégories mutantes (sur V).

Abstract. Let V be a monoidal category. For a general category, there are
three manners to enrich them in V. We get the three following concepts :
1) V-enriched category (or V-category- see [3]), 2) V-pretensorised category
(see [1], [5] and [4]), 3) V-precotensorised category. In the part I, we showed
how to pass from one to the other and the equivalences of 2-categories which
result of them. In this part II we introduce the concept of mutant category
on V (see [2]) for generalise the three concepts come before. We build three
2-functors full and faithfull to the 2-category of mutant categories (on V).
Keywords. Monoidal category. Enriched category. Bicategory. Fibred cate-
gory.

Mathematics Subject Classification (2020). 18D20.
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PARTIE II
UN CONCEPT RESUMANT L’ENSEMBLE

Sommaire

1. Catégories mutantes

2. Composition stricte

3. Saveur d’une catégorie mutante

4. Plongement dans la 2-catégorie C'atj(V)
5. Complément sur les saveurs

Introduction de la partie II

On se reportera a I'introduction commune aux deux parties, en téte de
la partie I. On a vu, dans cette partie I, que catégories enrichies, catégories
prétensorisées et catégories précotensorisées étaient des présentations diffé-
rentes d’'une méme idée : il est temps maintenant de conceptualiser cette
idée. C’est ce que nous abordons dans cette partie II avec le concept de
catégorie mutante.

1. Catégories mutantes

Définition 1.1. :(voir [2]) Fixons une catégorie monoidale V. Une catégorie
mutante sur V = (V, ®, ...) est la donnée :

- d’une bicatégorie B,

- d’un morphisme strict de bicatégorie U : B — V (ou V est vu comme une
bicatégorie a un objet x. Ses fleches sont les objets de V. Ses 2-cellules sont
les fleches de V. On a encore Id, = I).

Ces données satisfont I’axiome suivant :

(CM) Pour tout X,Y € |B|,

Uxy : B(X,Y) - V(UX,UY) = V(%,x) = V est une fibration discrete.
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29 9

Dans la suite on notera ® la composition horizontale de B et ”.” sa compo-
sition verticale (en accord avec les notations pour V).

Remarque 1.2. : C’est René Guitart, a la suite des travaux de J.Wood sur
les V-catégories (voir [6]), qui a introduit ce concept pour la premiere fois
dans [2], sous le nom de bicatégorie V-graduée.

Exemples 1.3. : 1) (voir aussi [2]) Soit C une catégorie enrichie dans V. On
lui associe la catégorie mutante suivante pe(C) = (B, U) ou :

Bl = [c],

-Pour X, Y € |B|, B(X,Y) est la catégorie V /C(X,Y).

.. Si maintenant (4, f)) € |B(X,Y)| et (B,g) € |B(Y, Z)| alors leur com-
posé est donné par :

(B,g)® (A, f)=(B® A,go f),olt go f: B® A — C(X,Z) est donné
par :

comp

gof=(BoA Loy, z)ec(X,Y) 220X, 2))

.. la composition verticale de 2-cellules est donnée par la composition dans
V/C(X,Y).

.. La composition horizontale de 2-cellules : Pour le couple (b, a), ou b :
(B,g) > (B',¢"):Y > Zeta: (A f) = (A, f): X =Y,

ona ((B,g)® (A, f) e (B'.g) @ (A, f') =

(B® A, go f) e (B'"® A',¢' o f')) (c.a.d. le produit tensoriel dans V).

.. Pour tout X,Y € |B|,Uxy : V/C(X,Y) — V est le foncteur d’oubli
habituel qui est clairement une fibration discrete.

2) (voir la remarque qui suit) Soit maintenant E = (E, A, s,am) une
catégorie V-prétensorisée. On lui associe alors la catégorie mutante suivante
pt(E) = (B,U) ou:

- B| = |E],

-Pour X|Y € [B|, IB(X,Y)|={(A, f)/Ae|V|, fe E(ANX,Y)}. Etsi
(A, f), (A", f") € IB(X,Y)|, une fleche a : (A, f) — (A, f') dans B(X,Y)
est une fleche a : A — A’ dans V rendant le triangle suivant commutatif
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dans E:
ANX — MDA A X

N7

Y

.. Si maintenant (A, f) € |B(X,Y)|et (B,g) € |B(Y,Z)| alors leur com-

posé est donné par :

(B,g)®@ (A, f)=(B® A,go f) o go festdonné par :
gof=((BOAAX-BAAANX) LAy 2~ 27)

.. La composition verticale de 2-cellules est la composition dans V.

.. La composition horizontale du couple de 2-cellules (b, a),

oub: (B,g) > (B,¢): Y —>Zeta: (A f) = (A, f): X = YVest

b&a:(B,g) (A f) = (B,g) @A f).

.. Pourtout X\ Y € |B|,Uxy : B(X,Y) — Vestdonné par Uxy (A, f) = A

et sur une fleche Uyy ((A, f) = (A, ) = (A 5 A).

3) Soit E = (E, H,0,am) une catégorie V-précotensorisée. On lui
associe la catégorie mutante suivante pc(E) = (B, U) ou :
- B = |E],
-Pour XY € |B|,|B(X,Y)| = {(A, f)/A € |V], f € E(X,Y")}. Etsi
(A, f), (A", f") € IB(X,Y)|, une fleche a : (A, f) — (A, f') dans B(X,Y)
est une fleche a : A — A’ dans V rendant le triangle suivant commutatif
dans £ :

X

N
Id®

.. Si maintenant (4, f) € |B(X,Y)| et (B,g) € |B(Y, Z)| alors leur com-
posé est donné par :
(B,g)® (A, f)=(B® A,go f) ou go f estdonné par :

y4 YA

gId

f am
gOf:(X—>-YA—>(ZB)A—>ZB®A).

.. La composition verticale de 2-cellules est la composition dans V.
.. La composition horizontale du couple de 2-cellules (b, a),
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oub:(B,g) = (B,¢):Y = Zeta: (A f) = (A, f): X = Yest
b@a:(B,g)@ (A f)— (B',g)x A, f).

.. Pourtout X, Y € |B|,Uxy : B(X,Y) — V estdonné par Uxy (A, f) = A
et sur une fleche Uxy ((A, f) 5 (A, f) = (A S A).

4) Soit E = (E, U) une catégorie fibrée sur une catégorie B a produits
fibrés. Fixons aussi un objet B € |B|. A ces données on associe la catégorie
mutante sur B/B suivante : (B, U) ou :

- |B| = |Ep| (Ep étant la fibre au dessus de B).

-Pour X, Y € |B|, |B(X,Y)| est 'ensemble

{(A,a,2)/(A,a) € |B/B|,z € E4(a*X,a*Y)} et étant donné
(Aya,z), (A, d,2") € |B(X,Y)| une fleche (A4, a,x2) — (A’,d’,2’) dans
B(X,Y) est une fleche o : (A,a) — (A’,d’) dans B/B telle que le carré
suivant commute :

1d
a* X — (d.a)*X > o*a* X

* ol

z a*zr

Id
atY —— (d.a)'Y === a*a*Y

~

.. Si maintenant (Ao, ag,zo) € [B(X,Y)| et (A1,a1,21) € |B(Y, Z)| alors
leur composé est donné par :
(A1, a1, 1) @ (Ao, ao, wo) = (A1 é Ap, a1 ® ag, 1 © 7o) ol

(A X Ag, a1 ® ag) = (A1, a1) X (A, ap) (le produit dans B/ B), et
B

10Ty = ( (Cl1 X CLQ)*X L (a1 & CL())*Y L (a1 X CLQ)*Z )

ou Z et 1 sont donnés par les carrés commutatifs suivants :

(a1 ® ag)* X == mpag X (a1 ® ag)*Y > riatY
mOL lﬂgxo a:lt jﬂ'{x1
(a1 ® ag)'Y == mhayy (a1 ® ag)*Z == riaiZ

etou a; ®ag = ag.my = ay.m (mp et m; désignant les projections canoniques
Al X AO — AO ou Al)
B
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.. La composition verticale de 2-cellules est la composition dans B/ B.

.. La composition horizontale du couple de 2-cellules (a1, ag) ou

a; (A ai,x) = (Al al, b))« X; = Y, avee Xg = X, X; =Y,

Yo=Y, Y) = Z est donné par :

((Ar,a1,21) ® (Ao, ag, 7o) == (A}, a}, 1) @ (Aj, af, f)) =

(A1 X Ao, a1 ® ag, 1 0 2) === (Af X Af, d; © af, z} 0 ) ob
B B

a1 X g est le produit dans B/ B.

. Pour X|Y € |B| = |[Ep|,Uxy : B(X,Y) - V. = B/B est donné sur

... les objets par Uxy (A, a,x) = (4, a),

... les fleches par Uxy (o) = a.

Remarque 1.4. : L’exemple 1 précédent est déja dans [2]. Y figure aussi
I’exemple 2 dans le cas particulier ou E = V.

Définition 1.5. :(B, U) et (B’, U’) étant deux catégories mutantes un fonc-
teur mutant (B,U) — (B’,U’) est la donnée d’un morphisme strict de bi-
catégories ¢ : B — B’ tel que le triangle ci-dessous commute :

D B/
N
V

Remarque 1.6. : Pour le concept de transformation naturelle mutante nous
avons besoin de la “composition stricte” que nous allons définir dans la
prochaine section. C’est pourquoi nous renvoyons la définition des trans-
formation naturelles mutantes a la section 2.

B

2. Composition stricte

e Fixons ici une catégorie mutante 5 = (B, U) sur une catégorie monoidale
V. Pour X, Y € |B|et A € |V|, notons :

Homa(X,Y) = {6 € |B(X,Y)|/Uxy(¢) = A}

On écrira encore X —j>Y pour ¢ € Homu(X,Y). Remarquons que
pour tout X € |B|, Idy € Hom;(X, X).
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- Dans la situation suivante X % Y —]Ic> Z , on définit X f—j> Z dela

facon suivante :

Comme U(f ® ¢) = U(f) @ U(¢) = I ® A, que I’on a I’isomorphisme
ug: I @A — Aetque Uxy : B(X,Z) — V est une fibration discrete, on
peut définir f¢ = (u,')*(f ® ). Ona fé € Homa(X, Z).

- De méme, dans la situation inverse X —§> Y —j> Z , on définit
X%Z en posant ¢f = (u;")* (¢ @ f).

Remarque 2.1. : Lorsque A = I, et X —‘j> Y —§> 7, les deux possi-
bilités de définition de gf précédentes coincident car uy = uq : I @ I — 1.
Définition 2.2. :f¢ et ¢f sont appelés les composés stricts de f par ¢ et ¢
par f.

e Etudions maintenant les propriétés de “la” composition stricte.
Proposition 2.3. : 1) Soit ¢ € Hom(X,Y). Alors ¢ldx = ¢ = Idy¢.
2) Considérons le triplet de fleches composables suivant :

f
X

Y 2. 7 "7 dans B. Dans les trois cas suivants :
a)U(g)=U(h)=1,b)U(f)=U(h) =1, c)U(f) =Ulg) =1,
alors on a I’associativité (hg)f = h(gf).

Preuve : 1) Car U(u,) = u, et U(ug) = uq (U est strict).
2) a) Résulte de la commutation du triangle (77) suivant dans V (ou ici
B=TITetA=U(f)):

(BoI)® A ® (I ® A)
B® A

b) Résulte de la commutation du triangle (75) suivant dans V (ot ici B = [
et A = U(g)) et de la naturalité de u, dans V:

(BoA)®I ®(A® )
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¢) Mémes arguments qu’au (a) (ot ici U(h) = Bet A = I).

Proposition 2.4. : Considérons, a nouveau, le triplet de fleches composables

suivant X —>Y —%~Z " T dansB. Alors :
a)siU(f)=1Iona (h®g)f=h®(gf),
b)siU(g) =1, ona (hg)® f=h® (9f)
c)siU(h)=1I,ona (hg)® f="h(g® f)

Preuve : a) Résulte de la commutation dans V du triangle (7,) dans
la proposition précédente (ot U(g) = A,U(h) = B). b) Résulte de la
commutation dans V du triangle (77) dans la proposition précédente (ot
U(f) = A,U(h) = B). c¢) Résulte de la commutation suivante dans V (ou
U(f) = A,U(g) = B)

(I®B)®A [®(B® A)
B®A

Proposition 2.5. : 1) Soit X —Z> Y une fleche de B, alors on a :
Idy ® a =uy 4(a) et a®Idy =uy (@)

. a B
2) Soient X 2 Y =

A g T trois fleches composables alors on a :

1@ (B@a)=assgps((7®B) ®a)
Preuve : Immédiat.

Définition 2.6. :5 = (B, U) étant une catégorie mutante sur V, on appelle
catégorie sous-jacente a B (et on la note B), la catégorie dont :

- les objets sont ceux de B (i.e. |B| = |B)).

- les fleches sont données par B(X,Y) = Hom;(X,Y).

La composition de B est la composition stricte. Les axiomes de catégorie
résultent de la proposition 2.3.

e Considérons maintenant un foncteur mutant ® : B — B’ ou
B=B,U)et B =B, U).
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Proposition 2.7. : Considérons dans B le couple de fleches composables
suivant :

f g

Alors, si A =1 ou B = I on al’identité suivante :

P(gf) = (g9)2(f)-
Preuve : Immédiat.

Définition 2.8. : & : 5 — B’ étant un foncteur mutant, on appelle foncteur
sous-jacent a ® le foncteur noté ® : B — B, défini,

- sur les objets par |®| = |P],

- sur une fleche f : X — X’ de B, par ®(f) = ¢(f),

(Les axiomes de foncteur résultent de la proposition précédente).

e Nous sommes maintenant en mesure de définir les transformations na-
turelles mutantes.

Définition 2.9. :1) &, &' : B — B’ étant deux foncteurs mutants, on appelle
transformation naturelle mutante sur V, et on note t : & — @', la donnée
d’une famille de fleches de B', (tx : @X — ®'X)yep), vérifiant la condi-
tion suivante :

Pour tout X,Y € |B| et toute fleche « : X — Y de B, on a I’identité
ty®(a) = ®'(a)ty (ot ici la composition dans B’ est stricte).

2) Clairement une transformation naturelle mutante ¢t : & — @’ produit
canoniquement une transformation naturelle notée ¢t : ® — ®’. On dit que
c’est la transformation naturelle sous-jacente a t.

On vérifie sans difficulté que, catégories mutantes (sur V), foncteurs mu-
tants (sur V) et transformation naturelles mutantes (sur V) forment une 2-
catégorie notée C'aty(V). On a aussi un 2-foncteur canonique

U : Catu(V) — Cat,

défini sur les objets par U(B) = B, sur les fleches par U(®) = @, sur les
2-cellules par U(t) =t.
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Les exemples de catégories mutantes donnés dans 1.3 se prolongent en
des 2-foncteurs pe : V-Cat — Catu(V), ut : V-Pretens — Catu(V),
pc : V-Precot — Catu(V). On les construit de la fagon suivante:

e Pour e :

- sur un objet C € |V-Cat|, pe(C) a été construit a I’exemple 1.3(1).

- sur une fleche F' : C — C’ de V-Cat (c’est donc un V-foncteur), pe(F) :
pe(C) — pe(C') est lui méme donné,

.. sur les objets par |pe(F)| = |F|.

.. sur les fleches, pour X, Y € |ue(C)| = |C|,

pe(Fxy @ pe(C)(X,Y) — pe(C)(FX,FY) est le foncteur défini par
pe(F)xy = Ypy, @ V/C(X,Y) — V/C'(FX,FY). On voit facilement
que pe(F') est un foncteur mutant.

-surune 2-cellule t : F' — F' : C — C',pe(t) : pe(F) — pe(F’) est la
trasformation naturelle mutante donnée par

ue(t) = (([,tx) FX — F,X)x€|c|.

Avant de montrer les axiomes d’une transformation naturelle mutante on a
besoin de caractériser la composition stricte dans les catégories mutantes
pe(C)). Or, dans la situation suivante :

(1,f) (A@)

(I.9)

X Y A T

ou (I, f) et (1, g) sont des fleches de pe(C), ona: (A, a)(I, f) = (A, o/ f)
et (I,9)(A,a) = (A, g/a)ou ...

a®f comp

aff = (A% A0 1%L ey, 2) @ e(X, V) < C(X, 2) )

gla=(A—5%T AL2C(Z,T)oCY,2) L (Y, T))

La vérification des axiomes de transformation naturelle mutante se fait en-
suite sans difficulté particuliere. Enfin la vérification que pe est un 2-foncteur
est longue et fastidieuse mais sans grande difficulté.

e Pour ut :
- Sur un objet E € |V-Pretens|, ut(E) a été construit aux exemples 1.3(2).
- Sur une fleche (F,¢) : E — E'| pt(F,¢) : ut(E) — pt(E’) est lui-méme
donné...
.. Sur les objets par |ut(F, ¢)| = |F)|.
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.. Sur les fleches, pour X, Y € |ut(E)| = |£],
pt(F, o) xy : ut(E)(X,Y) — pt(E)(FX, FY) est le foncteur défini...
.. sur un objet (A, a) € |ut(E)(X,Y)|, par ut(F, ¢)xy (A, a) = (A, &) ou

— (ANFX 22X pan x) 2L py)

.. surune fleche a : (A, ) — (A, ) par ut(F,¢)xy(a) =a

pt(F, ¢)xy est fonctoriel de fagon évidente. On voit facilement ensuite que
pt(F, ¢) est un foncteur mutant.

- Sur une 2-cellule t : (F,¢) — (F', @), ut(t) : ut(F, ¢) — ut(F’',¢') estla
transformation naturelle mutante donnée par

pt(t) = ((I,tx) : FX — F'X)xe|g ou

=(INFX X px 2 prx)

La encore, avant de montrer les axiomes d’une transformation naturelle mu-
tante on caractérise la composition stricte dans les catégories mutantes it (E).
Or, dans la situation suivante :

(1.f) (A@)

(I.9)

X Y A T

ou (I, f) et (1, g) sont des fleches de ut(E), ona: (A, a)(I, f) = (A, o/ f)
et (1,9)(A, @) = (4,g/a) ou..

Idnf

aff = (ANX""S A0 DAX e ANIAX) ML ANy 25 7)

gla=(ANY" I @ A)AY e [A(ANY) P Az )
La vérification des axiomes de transformation naturelle mutante se fait en-
suite sans difficulté particuliere. Comme pour pe, la preuve que ut est 2-
fonctoriel est longue et fastidieuse mais sans difficulté notable.

e Pour yc:
Sa construction s’obtient grace a celle de ut. Le 2-foncteur pc est défini
comme étant le composé suivant :

V-Precot 2% (V*-Pretens)or £ LA C’at,u(V*)Op” LT Catp(V)
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ol et = (—)* etou Red est défini dans la partie I, section 4.

Le 2-foncteur pc se caractérise de la fagon suivante :
- Sur un objet E, on retrouve la construction de pc(E) donnée dans I’exemple
1.3(3).
- Sur une fleche (F,¢) : E — E', pc(F,¢) : pe(E) — pc(E') est donné...
.. sur les objets par |uc(F, )| = |F|,
.. sur les fleches, pour X, Y € |uc(E)| = |E],
pe(Fyp)xy - pe(E)Y(X,Y) — ue(E)(FX, FY) est le foncteur défini...
. sur un objet (A4, a) € |uc(E)(X,Y)|, par uc(F,v)xy (A, a) = (A, &)
ou, dans F’,

a=(FY Fo pxa) 4 p(x)A)

... surune fleche a : (A, a) — (A, d/) par pc(F, ) xy(a) = a.
- Sur une 2-cellule ¢ : (F,v) — (F',v'),
pe(t) = ((I,tx) : FX — F'X)xeg ou

iy=(FX-2-FX—%F(X)).

3. Saveurs d’une catégorie mutante

e Fixons une catégorie mutante 5 = (B, U) sur une catégorie monoidale V.
On construit un foncteur Trig : V? x B? x B — Ens (ou simplement
T'ri). Il est défini,

- sur un objet (A, X,Y) par Tri(A, X,Y) = Hom(X,Y) (voir la notation
a la section 2),

- sur une fleche (a,z,y) : (A, X,Y) — (A, X" Y'), Tri(A, X,Y) est
I’application composée :

a*(

Homa(X,Y) S Homa(X,Y) 2 Homa (X', Y) "5

HomA/ (X/, Y’)
La premiere application vient du fait que Uxy : B(X,Y) — V est une fibra-
tion discrete. Les autres applications proviennent de la composition stricte.

Pour montrer la fonctorialité de 7r: on utilise la commutation des carrés
(C1), (Cs) et (C3) suivants :
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Homa(X,Y) - 2% Homa(X',Y) Homa(X,Y) 2% Homa(X',Y)

y(—)l Ly(—) a*(—)l La*(—)

HOmA<X,Y/) mHomA(X’,Y’) HOmA/<X,Y> mHomA/(X’,Y)

Homa(X,Y) 2% Homa(X,Y")

a*(—)l La*(—)

HomA/(X, Y) ﬁ'HOmA/(X, Y/)

(Pour le premier carré cela résulte de 1’associativité stricte et pour les deux
autres I’axiome (C'M) est appliqué a Ux+y et Uxy).

Définition 3.1. : On dit que :

1) B est de saveur enrichie (ou simplement de saveur F) si :

Pour tout X, Y € |B|, Tri(—, X,Y) : V°? — Ens est représentable.

2) B est de saveur tensorisée (ou simplement de saveur T') si :

Pour tout A € |V|ettout X € |B|, Tri(A,X,—) : B — Ens est co-
représentable.

3) B est de saveur cotensorisée (ou simplement de saveur C') si :

Pour tout A € [V]ettout Y € |B|, Tri(A,—Y) : B — Ens est
représentable.

e Etudions maintenant chacune des différentes saveurs :

Proposition 3.2. : On suppose que B est de saveur E. Alors il existe une
catégorie enrichie B¢ telle que pe(B°) ~ B.

Preuve : Pour chaque couple (X, Y) € |BJ?, choisissons une représentation

e evxy S . o
(Be(X,Y), XB—>€(X7y)Y ) du préfaisceau Tri(—, X, Y).

1) A partir de cette famille de choix on construit canoniquement une catégorie
enrichie (notée 5¢) ou :

- |B°| = 18],

- Les Hom internes sont donnés par les B(X,Y),

- Pour tout X € |B¢|,idx : I — B¢(X,Y) est I'unique fleche de V telle
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que TTZ'(’idx, X, X)(evxy) = ]dX (1e Zd;( GUX)() = Idx)

-Pour tout X, Y, Z € |B¢|, compxyz : B¢(Y,Z) @ B¢(X,Y) — B¢(X, Z)
est 'unique fleche de V' telle que

Tri(compxyz, X, Z)(evxz) = evyz ® evxy

(i.e. compxy z(evxz) = evyz @ evxy).

Vérifions maintenant les axiomes des catégories enrichies.

- L'unité a gauche : On montre sans difficulté I’identité suivante

(o0 A = B*(X,Y)): (compxyy.(idy ® Ida))*(evxy) = u; 4(evxy).

- L’unité a droite se montre de la méme facon.

- ’associativité : Cela résulte des identités suivantes (ou U = B*(Z,T),V =
B(Y,Z),W =B¢(X,Y)):
(compxzr.(Idy @compxy z).assyyw ) (evxr) = (evzrRevyz)Revyy =
(compxyr.(compyzr @ Idw))*(evxr).

2) On construit ensuite un isomorphisme ¢ : B — pe(B¢). 1l est donné...

- sur les objets par |y¢| = Id,

- sur une fleche o : X — Y de B par1¢(a) = (A, f) ot A = Uxy(a) et
f:A— B(X,Y) est 'unique fleche de V telle que f*(evxy) = a.

- sur une 2-cellule ¢ : & — o' : X — Y par v°(a) = Uxy(a).

On vérifie facilement que v est un isomorphisme ot v¢~ (A, f) = f*(evxy)
et sur une 2-cellule a : (A, f) — (A', f'),

vt a) YA, f) = v (A, f') est 'unique fleche de B(X,Y) de but
V(A f) telle que Uxy (7' (a)) = a.

Proposition 3.3. :On suppose que B est de saveur 7. Alors il existe une
catégorie prétensorisée B’ telle que ut(B') ~ B.

Preuve : Pour chaque couple (A4, X) € |V| x |B|, choisissons une co-
val
représentation (A A X, X —AAixA ANX)deTri(A, X, —).

1) A partir de cette famille de choix on construit canoniquement une catégorie
V-prétensorisée notée B' ou B! = (B, A, s, am).

-\ : V. x B — B est construit sur les objets comme précédemment. Sur une
fleche (a,z) : (A, X) — (A, X’), on disdingue les deux cas suivants :

.si x =1Id,alors aNId: ANX — A" AN X est]’unique fleche de B telle
que Tri(A, X,a N Idx)(vala x)) = a*(vala x)

(i.e. (a A Id)vala x = a*(valy x)) (a gauche la composition est stricte).

.. si a = Id,alors Id\z : ANX — ANX' estl’unique fleche de B telle que
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Tri(A, X, Ids A x)(vala x)) = vala xx (e.(Id A x)valy x = vala xx)
(les compositions sont strictes).

Dans le cas général on vérifie d’abord que le carré (C') suivant est commu-
tatif dans B :

ANX ML A A X

Id/\xj l]d/\a:

/ / /
A/\X mA /\X

(Cela résulte des identités suivantes : (aAId)(IdAx)vals x = a*(vala x/)x
= (Id N z)a*(valy x) = (Id A x)(a A Id)valy x ou la seconde égalité
résulte de (C5) et (C'3)). On peut alors poser a Ax = (Ida Ax)(aAldy) =
(a AN Idx:)(Ida A x). La fonctorialité de A résulte de celle de (—) A X et
AN (=), pour tout X € |B| et B € |V| (pour la premiere on utilise (C3)) et
de la commutation du carré (C').

- Pour chaque X € |B|,sx : I A X — X est’unique fleche de B telle que
sxvalr x = Idx. Le fait que sx est un isomorphisme résulte du fait que
Tri(I,X,—) = B(X, —). Lanaturalité de s est sans difficulté.
-Pourchaque A, B € |V |, X € |B|, amapx : (AQB)AX — AN(BAX)
est I'unique fleche de B telle que am p xvalagp x = vala prx @ valp x.
La naturalité de am 4 p x se montre successivement en A, B et X.

.. En A, soita : A — A’ une fleche de V. La commutation voulue résulte
des identités suivantes : (a A Id)amvalagp x = a*(valy prx) ® valg x =
am((a ® Id) N Id)val 445 x ol pour la seconde égalité on utilise (C'3).

.. En B, mémes arguments qu’en A.

.. En X. Soit z : X — X"’ une fleche de B. La commutation voulue résulte
des identités suivantes :

(IdN(IdAx))amval agp x = (vala prx @valp x)x = am(IdA\x)val sz x
- La vérification des axiomes (UG) et (U D) est sans difficulté.

- Pour I’axiome (AM) on utilise (C}).

2) On construit ensuite un isomorphisme canonique v : B — ut(B*). 1l est
donné...

- sur les objets par || = Id,

- sur une fleche o : X — Y de B, par y(a) = (A, f) ot A = Uxy(«) et
f+ANX — Y estl'unique fleche de B telle que fvals x = o (la compo-
sition est stricte).

-surune 2-cellule a : & — o : X — Y par v(a) = Uxy/(a).
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Le fait que 7 est un isomorphisme de catégorie mutante est sans difficulté.

Proposition 3.4. :On suppose que B est de saveur C'. Alors il existe une
catégorie précotensorisée B¢ telle que ut(B°) ~ B.

Preuve : - Avant de montrer cette proposition construisons 5* la catégo-
rie mutante (sur V*) duale.
Elle est définie par B* = (B*, U*) ou B* est la bicatégorie opposée pour la
loi ®, caractérisée par :
IB*| = |B|, VX,Y € [B*|, B*(X,Y) = B(Y, X), VX € |B*|, idy = idx

et VXY, Z € [B], (B*(Y,Z) x B*(X, Z2) 22 BH(X, Z) ) =

(B(Z,Y) xB(Y,X)—B(Y,X) x B(Z,Y) ®LYi(IB%(Z,X) ).

Pour U*,ona |U*| = |U| et VX,Y € |B*|, U}y = Uyx.

On vérifie que B* = (B)® etque Tri* : V7 x (B*) x (B*) — Ens est
donné par Tri*(A, X,Y) = Tri(A,Y, X) et pour

(a,z,y): (A, X,)Y) = (A, X' Y’) dans VP x (B*)? x (B*) =

VP x BxB? Tri*(a,z,y) = Tri(a,y, x).

- Si on en revient a notre proposition, on constate que B est de saveur
cotensorisée ssi pour tout A € |V|, pour tout Y € |B|,Tri(A,—Y) :
(B)°? — Ens est représentable et donc ssi 7Tri*(A,Y, —) : BX — Ens est
co-représentable c.a.d. que B* est de saveur tensorisée sur V*. Donc B* ~
pt(B*) et donc B ~ pt(B*)*. Ainsi, si on pose B¢ = Red '(B*'), B est
une catégorie V-précotensorisée et uc(B¢) = ut(Red(B°))* se vérifie sans
difficulté. On a donc bien puc(B¢) ~ B.

Proposition 3.5. : Fixons deux catégories mutantes B et 3’. On les suppose
toutes deux de saveurs E.

1)® : B — B’ étant un foncteur mutant, il existe un foncteur enrichi ®¢ :
B¢ — B’ tel que le carré (C.) suivant commute :

B—2% .p@

N

pe(B°) —= pe(B)

(pour les catégories enrichies B¢ et 3’ et les isomorphismes ¢ et 7'¢ voir
la proposition 3.2).
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2)t:d — & : B— B étant une transformation naturelle mutante, il existe
une transformation naturelle enrichie ¢t¢ : ¢ — ®'¢ : 3¢ — B’ telle que :

o o Tdyet oy Me®)ddye
(7. ——>7".9") = (pe(¢®)n" ——pe(d).7*)

Preuve : 1) Comme pour la construction de 53¢, choisissons pour chaque
X,Y € |B|, une représentation (B°(X,Y), evxy) de Trig(—, X,Y) puis,
de la méme facon, choisissons aussi, pour chaque X', Y” € |5'| une représen-
tation (B'*(X’,Y"), evxrys) du préfaisceau Trig(—, X',Y"). A partir de
ces deux familles de choix on a construit canoniquement des catégories en-
richies B¢ et B’° et des isomorphismes de catégories mutantes v¢ : B —
pe(Be) et v : B" — pe(B'°)(voir 3.2). Pour chaque X,Y € |B|, puisque
Oxy(evyy) € Tri(B(X,Y), X, YY), il existe une unique fleche D5y :
B¢(X,Y) — B¢(®X, PY) telle que

TT’i(Cbg(Y, CI)X, (I)Y) (qu)Xq)y) = (I)Xy(evxy)

ie. D¢y (evoxey) = Pxy(evxy). On construit ainsi un foncteur enrichi
o : B — B'° tel que |D¢| = |D|.

Dans la vérification de la fonctionnalité. . ) »
- pour la commutation avec les unités, il suffit de montrer I’identité

(P x-idx)" (evoxax) = idgx (evoxax),

ce qui se fait sans difficulté.

- pour la commutation avec la composition, cela résulte des identités :
(comp. (D5, @ D%y ) (evaxaz) = Pxz(evyz ® evxy) =

(DS 5.comp)*(evoxaz)-

- On montre enfin que le carré (C.) de I’énoncé commute.

Sur les objets c’est immédiat. Sur une fleche o : X — Y de B, apres avoir
posé A = U(«), on voit que v*®(a) = (A, f)ou f' : A — C'(PX, DY)
est I’unique fleche de V telle que f™*(evoxay) = P(a) et pe(P)y4(a) =

(A, f)ou f = (A—f>C(XY) &C’(CDX, ®Y') ), en notant f 1’unique

fleche de V telle que f*(evxy) = a. On vérifie ensuite que f = f, mais cela

résulte des identités suivantes : f*(evexay) = Pxy(a) = f*(evoxay). En-

fin sur une 2-cellule c’est immédiat. ,
2) - Pour chaque X € |B|, comme tx € Tri({,®X,d'X), on peut con-

sidérer 1’unique fleche ¢ : I — B¢(®X, d'X) dans V telle que
t$ (evexerx) = tx. Montrons qu’on construit ainsi une transformation na-
turelle enrichie t¢ : ®¢ — ®’°. Pour cela on montre que le diagramme
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suivant commute, pour tout X, Y € |B|:

Be(X
y &

B'e(®X,PY) B'e(®'X,D'Y)
w :

I® B¢(®X,PY) Be(d'X,d'Y)® I
z;@ldl l,ld@tg{
B'¢(®Y,P'Y) ® B'¢(PX,PY) Be(@'X,9'Y) R B¢(PX,P'X)
x %

Be(dX,d'Y)

Soit z,y : BY(X,Y) — B*(®X,d'Y) les deux fleches composées de
gauche et de droite. Pour montrer que = = y on voit que z*(evox oy) =
ty @xy(evxy) = Py (evxy)tx = ¥ (evox,ay).

- Enfin, pour montrer 1’identité de 1’énoncé, on voit que pour tout
X € |Bl, 7(tx) = (L. 15) = pelt).x

Proposition 3.6. : Fixons deux catégories mutantes B et 3’. On les suppose
toutes deux de saveurs T.

1) ® : B — B’ étant un foncteur mutant sur V. alors il existe un morphisme
de catégories V-prétensorisées @' : B* — B’ tel que le carré (C;) suivant
commute :

B—2% .p

/| [+
t It
pit(B") S pt(B")
ou les catégories V-prétensorisées B et B et les morphismes de catégories
mutantes 7" et 7" ont été construits a la proposition 3.3.

2)0:d — &' : B — B étant une transformation naturelle mutante, il existe
une 2-cellule 6 : ! — &'* : B! — B'* dans V-Pretens telle que :

1t dyre-0 it og t ”t(e)dt i\t
(v <I>—>7 D) = (pt(P). Ay ——put(P")A")
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Preuve : 1)- La encore, comme pour la construction de B, choisissons,
pour chaque (A, X) € |V| x |B| une co-représentation (A A X, valy x) de
Trig(A, X, —) , puis de la méme facon, pour chaque (A’, X') € |V| x |B],
une co-représentation (A’ A X' valy x/) de Trig(A', X', —). A partir de
ces deux familles de choix, on a construit canoniquement des catégories V-
prétensorisées B et B’ et des isomorphismes de catégories mutantes, soit
Y B = put(BY) ety o B — pt(B") (voir la proposition 3.3). Pour
chaque (A, X) € |V| x |B|, comme ®(vals x) € Tri(A, X, P(A AN X))
il existe une unique fleche ¢4 x : A A DX — P(A A X) dans B’ telle
que ¢4 xvalaex = P(vals x) (2 gauche la composition est stricte). On
montre que ¢4 x est naturelle en A, X. Pour la naturalité¢ en A, on mon-
tre que, pour toute flecche a : A — A’ de Vet X € |B| on a les identités
suivantes ®(a A Id)pa xvalaeox = a*®(valy x) = ¢pa x(a N Id)vals ex.
Pour la naturalité en X, on établit que , pour tout A € |V, et toute fleche
xz : X — X' dans B on a les identités suivantes ®(/d A z)p4 xvalaox =
O(valy xx) = pax(Id N Px)valsex. On vérifie ensuite les axiomes de
morphisme entre catégories V-prétensorisées.

- Pour I’axiome (M .S) on établit les identités suivantes :

(I)(SX)(,bI,XUall,cbX = Ildpx = S@XUGZI,@X-

- Pour I’axiome (M am) on I’obtient grace aux identités suivantes (ou A, B €
Vet X € |B):

darx(Ida N ¢ x)amapaox valagssx = P(valaprx) @ P(valp x) =

O(ama px)Pass xvalagpox-

Ainsi ' = (@, ¢) : B — B’ est un morphisme de catégories V-prétensori-
sées.

- Montrons maintenant la commutation du carré (C}). Sur les objets c’est
immédiat. Sur une fleche o : X — Y de B, on voit que v"®(a) = (A4, f')
ot A =U(a)et f': ANDPX — DY est I'unique fleche de B’ telle que
fvalaex = @(a) et pt(P)y' (@) = (A, P(f)pax)ou f: ANX - Y
est I'unique fleche de B telle que fvals x = «. L'identité f' = ®(f)pa x
se montre sans difficulté. Enfin la commutation de (C}) sur les 2-cellules est
immédiate.

2)- Pour tout (A, X) € |V| x |B

, montrons que le carré suivant commute
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dans B':

IdNOx

ANP(X)—=AND(X)

¢A,Xl j Ax

D(ANX) —= D'(ANAX)

Oanx

(ou @' = (D, ¢), d" = (', ¢')). En fait cela résulte des identités suivantes :
HAAX¢A7XvalA7¢X = (DI(U(IZAJ()GX = C4,X(Id N Qx)UCLZA7<I>X.

- pour I’identité de 1’énoncé on voit que pour tout X € |B|,

YH(0x) = (1,0x) = pt(6")ex, 00 Ox = (I A DX == OX 5= &/X )
(la premiere identité résultant du fait que Oxval; ox = 0x).

Remarque 3.7. : Dans la proposition qui suit on utilise le foncteur up (ot
plus exactement le foncteur pppept). Mais celui-ci ne sera défini qu’a la sec-
tion suivante, autour de la proposition 4.6 (pour des questions d’organisation
du texte). Nous vous renvoyons donc a cette section pour cette définition
avant d’aborder la proposition suivante.

Proposition 3.8. : Soient encore deux catégories mutantes B et 5. On
suppose maintenant que B est de saveur E et B’ est de saveur T.

1)® : B — B’ étant un foncteur mutant, il existe une passerelle ®? : B¢ —
B telle que le carré (C),) suivant commute :

B * .pB
/| E
e It
pe(B )M—>p(¢p) pt(B")

ol B¢ est construit a la proposition 3.2 et B I’est a la proposition 3.3 et
enfin oll up = upgepr est défini a la section suivante, comme averti dans la
remarque 3.7.

2) Soit 0 : ¢ — ¢’ : B — B’ une transformation naturelle mutante. Il existe
un morphisme canonique 6? : ¢ — ¢’ dans V-Pass(B¢, B") telle que :

up(6P).Id e
_—

Id,y/tﬂ
(7@ ——7".0") = (up(P).7* pup(®7)°)
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Preuve : 1) Comme pour la construction de B¢, choisissons pour chaque
X,Y € |B|, une représentation (B¢(X,Y"), evxy) du préfaisceau
Trig(—, X,Y) puis, comme pour la construction de B, choisissons, pour
chaque (A', X’) € |V| x |B|, une co-représentation (A’ A X', vala x/) de
Trig(A', X', —). Soient X, Y € |B¢| = |B|. Comme
Oxy(evxy) € Tri(B(X,Y), X, dY), il existe une unique fleche
mxy : BS(X,Y) A ®PX — Y dans B’ telle que
Txyvalpe(xyyox = ®Pxy(evxy) (a gauche la composition est stricte). On
note m = (WXY)(X’Y)EIBEP.
Montrons que le couple (|®|, 7) est une V-passerelle B¢ — B".
- (PU) Résulte des identités suivantes (ol pour X € |B¢):
Fxx(’idx A ]d@X)UCLl[,@X == Idcpx = SXvCLqu))(.
- (PC) Résulte, 1a encore, des identités suivantes, ou pour X, Y, Z dans
|B| = |Blonnote U = B(X,Y),V=B(Y,Z):
myz(Idy N xy)amypexvalyguex = Pyz(evyz) ® Pxy(evxy) =
Txz(compxyz N Idex )valyguex.
On note ®? cette passerelle B¢ — B'.
- La commutation du carré (C),) est immédiate sur les objets. Sur une fleche
a: X Y deBonay'®(a)= (A, fo) ot A=Uxy(a)et
fo: ANDX — OY est 'unique fleche de B’ telle que fovalsox = P(w).
Et d’un autre c6té, on a up(P?).v¢(a) = up(PP)(A, f) = (A4, f1) ou
f A — B(X,Y) est I'unique fleche de V telle que f*(evxy) = « et ou
f1 est la fleche composée suivante dans B':

ANDX ML Be(X,Y) A DX "X DY etod myy provient de

OP = (|®|, 7). L’identité fy = f; se montre sans difficulté.

2) Montrons que la famille (0x : |®|X — |®'|X)x¢pe| définit un mor-
phisme de passerelles 6P : ¢¥ — ¢'? ou ¢ = (|®|, ), ¢ = (||, 7).

- (MP) Résulte des identités suivantes, ou X,Y € |B¢| = |B| en posant
A= B(X,Y)):

gyﬂxy’l}alA@X = (I)S(Y(vay)ex = Wf){y([dA A QX)valA@X.

- Pour I’identité du (2), on voit que, pour tout X € |B|, 7" (0x) = (I, f),
ou f: I ANPX — &'X est 'unique fleche de B’ telle que fval;ox = Ox.
D’un autre c6té pp(PP)..x = (I, f') o f" est la fleche composée suivante

dans B': INDPX > dX X_ ®'X . Le fait que f = f’ se montre sans
difficulté.
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4. Plongement dans la 2-catégorie C'at (V)

e Le but principal de cette section est de montrer que les 2-foncteurs pe, ut
et pc sont 2-pleinement fideles.

Proposition 4.1. : pe : V-Cat — Catp(V) est 2-pleinement fidele.

Preuve : Avant de le monter, commengons par prouver le lemme suivant

Lemme 4.2. : Soit C € |V-Cat|, alors,
1) 1e(C) est de saveur E. On considére, pour chaque X, Y € |C|, le choix de

représentation (C(X,Y), X —22Y ) de Tri(—, X,Y) : V® — Ens ou

c(X,Y)
evxy = (C(X,Y),Ide(xyy) (dans la suite on I’appelera la représentation
canonique). Alors, pour cette représentation canonique, on obtient
pe(C)e = C.

2) Pour la mé&me représentation, (ue(C) I pe(pe(C)?)) = Id.

Preuve du lemme:1) On remarque que 77i(A, X,Y) =
{(A, f)JA e |V], feV(ACX,Y))} et, pour toute fleche a : A" — A
dans V,ona Tri(a, X,Y) : (A, f) — (A’, f.a). On vérifie alors, trés facile-
ment, que (C(X,Y),evxy) est une représentation de 7ri(—, X,Y) et on
déduit, au passage, que pe(C) est de saveur E. Enfin I’identité pe(C)¢ = C
s’obtient encore assez simplement.
2) - Sur les objets on a déja |y¢| = Id (c’est toujours le cas).
- sur une fleche (A, f) : X — Y, comme f : (4, f) = (C(X,Y),Id) =
evyy est une fleche de pe(C)(X,Y") dont I'image par U est
f:A—=C(X,Y),alors f*(evxy) = (A, f) etdonc v°(A, ) = (A, f).
- sur une 2-cellule a : (A, f) = (A", '), 7(a) = Uxy(a) = a.

Preuve de la proposition: Soient C,C’ € [V-Cat| et F' : ue(C) — ue(C')
une fleche de Catp(V). Comme pe(C) et ue(C') sont de saveur E (voir
Lemme 4.2) il existe un foncteur enrichi f : C — C’ tel que pe(f) = F
(résulte de la proposition 3.5) car v¢ = "¢ = [d (Lemme 4.2). En fait f est
unique. En effet, si f': C — C’ est tel que pe(f’) = pe(f),ona:

(C(X,Y), fxy) = pe(f)(C(X,Y), Id) = pe(f)(C(X,Y), Id) =
(C(X,Y), fiy) etdonc fxy = f%,, ceci pour tout X, Y € |C]|.
Comme on a aussi | f| = |pe(f)| = |ue(f")| = |f’|, on obtient f = f.
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Si maintenant on se donne des foncteurs enrichis f, f’ : C — C’ et une trans-
formation naturelle mutante ¢ : pe(f) — pe(f’), toujours par la proposition
3.5, il existe une transformation naturelle enrichie ¢° telle que pe(t¢) = ¢ (car
pe(f)e = f, voir I'unicité précédente). ¢¢ est unique carsi ¢, t’ : f — f’ sont
deux transformations naturelles enrichies telles que pe(t) = pe(t’), alors
pour X € [C|, (I,tx) = (I,t'y) implique tx = t'y. Finalement t = ¢'.

Proposition 4.3. : ut : V-Pretens — Catu(V) est 2-pleine