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Résumé. Pour tout objet = dans une catégorie C il est possible de définir la
catégorie des modules de Beck au dessus de x, comme la catégorie (C /x)ab
des objets en groupe abélien de la catégorie C/,. Nous pouvons en déduire,
au moins pour toute catégorie localement présentable, la notion de module
cotangent )y de x dans (C ;) .

Dans le cas de la catégorie Alg; des k-algebres commutatives au-dessus
d’un anneau k, la catégorie des modules de Beck (Alg,, / 4)ab au-dessus d’une
k-algebre A est équivalente a la catégorie Mod 4 des A-modules et le module
cotangent est égal au module des différentielles de Kdihler de A.

Le but de cet article est de montrer pour toute catégorie localement présen
-table des résultats qui généralisent les propriétés classiques des modules des
différentielles de Kihler.

Abstract. For any object x in a category C it is possible to define the
category of Beck modules over x as the category (C /w)ab of abelian group
objects in the category C/,. We can deduce from this construction, at least
for any locally presentable category, the notion of cotangent module €2, of =
in(C/p) ;-

In the case of the category Alg,; of commutative k-algebras over a ring
k, the category of Beck modules (Alg; / A)ab OVer a k-algebra A is equivalent
to the category Mod 4 of A-modules and the cotangent module is equal to
the module of Kiihler differentials of A.

The aim of this article is to prove for any locally presentable category
some results which generalize the classical properties of modules of Kihler
differentials.
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M. VAQUIE MODULE COTANGENT RELATIF

1. Introduction

Soit X une variété différentiable, analytique ou algébrique, pour tout
point x de X nous pouvons définir un espace tangent 7, X et pour tout mor-
phisme ¢ : X —— Y nous pouvons définir une application différentielle
dg, : To X —— Ty)Y qui est une application linéaire qui approxime g au
voisinage de x € X. Nous pouvons ainsi considérer les notions d’espace
tangent et de différentielle comme une maniere de linéariser une catégorie.
Pour pouvoir généraliser cette construction nous allons d’abord rappeler la
construction de I’espace tangent et de I’application différentielle dans le
cadre algébrique.

Soient k£ un anneau commutatif et A une k-algebre, alors il existe un A-
module € 41, le module des différentielles de Kiihler ou module cotangent,
qui représente le foncteur

Deri(A,—): Mody, — Ens
M —  Deri(A, M),

ol pour tout A-module M nous notons Dery(A, M) I’ensemble des k-déri-
vations de A a valeurs dans M.

Alors si X est une variété algébrique sur k, nous pouvons définir le
faisceau {2y, des différentielles de Kéhler de X comme le faisceau quasi-
cohérent sur X défini par le A-module €24, sur tout ouvert affine Spec(A)
de X, et le fibré tangent 7T'X —— X est égal par définition au fibré
V(Qx/k) = SpeC(Sym(QX/k)).

Pour tout morphisme f : A— B dans la catégorie Alg, des k-algebres
commutatives il existe une application de B-modules

5fiQA®AB—>QB s

nous en déduisons que pour tout morphisme ¢ : X —— Y nous avons un
diagramme commutatif

TX —% .1y

|,

XxX—97 .y
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M. VAQUIE MODULE COTANGENT RELATIF

ou le morphisme 7'X —— T'Y xy X correspond a I’application
g* (Sym(Qy)) — Sym(Qx) induite par I’application naturelle
59 . g*(Qy) —)QX .

Le module cotangent, ou plus généralement le complexe cotangent qui
est la version dérivée du module cotangent dans le cas d’une variété sin-
guliere, permet d’étudier les déformations de la variété, et plus précisément
d’étudier les déformations infinitésimales. Pour cela il est utile de considérer
les extensions de carré nul d’un anneau A. Nous rappelons que pour tout
A-module M nous pouvons munir le A-module A & M d’une structure de
k-algébre commutative en posant (a, m).(a’,m’) = (ad’,am’ + a'm).

Nous considérons la k-algebre B = A & M comme un objet de la
catégorie Alg,, ,,, c’est-a-dire comme une k-algebre munie d’un morphisme

ug : B—— A, et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

B—' ¢
e
Nous remarquons alors que B = A & M n’est pas un objet arbitraire
de la catégorie Alg, /4> Mais est muni d’une structure d’objet en groupe
abélien, et que le foncteur qui envoie M sur A® M définit une équivalence de
catégories entre la catégorie Mod 4 des A-modules et la catégorie (Alg, / A)ab

des objets en groupe abélien dans Alg, 4.
Le foncteur oubli de la structure d’objet en groupe abélien

Ua: (Algyja)ap — Algy, 4
admet un foncteur adjoint a gauche
La:Alg y— (Algk/A)ab

et nous avons 1’égalité 2,/ = LA(*Algk/A)’ ol *Alg,,, €st I’objet final
tdy : A—— A de la catégorie Algy )4

Il est possible de généraliser cette construction, nous pouvons définir les
objets en groupe abélien dans toute catégorie C comme les objets a de C
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tel que le préfaisceau représentable associé par le morphisme de Yoneda
he : C? —— Ens est un préfaisceau en groupes abéliens. Alors pour tout
objet  de C nous définissons la catégorie des modules de Beck au-dessus de
x comme la catégorie (C/,) , des objets en groupe abélien dans la catégorie
C /.. De plus la catégorie (C/,) , est une catégorie additive, qui est abélienne
si la catégorie C est une catégorie exacte.

Alors si le foncteur oubli U, : (C /x)ab —— C/, admet un adjoint a

gauche L, : C;,— (C/;),, » nous appelons module cotangent de x I'ima-

ge par L, de I’objet final *c,, = id, : v — x de C/,, et nous notons
Qx = Lx(*C/z) .

Nous renvoyons aux articles de J.M. Beck [Be] et de D.G. Quillen [Qu]
pour le lien entre la catégorie des objets en groupe abélien et la catégorie des
modules et a ’article de M. Barr [Ba 1] pour les propriétés de la catégorie
des modules de Beck.

Comme dans le cas des k-algebres commutatives, nous voulons alors
définir pour tout morphisme f : x —— y dans C une application entre les
modules cotangents (2, et €),. Pour f dans C il existe un foncteur addi-
tif fo,: (Cpy),, — (Cj),, entre les catégories des modules de Beck au
dessus respectivement de y et de x et nous construisons une application na-
turelle [dy] : 2, — f,(2,) dans (C/,) ,. Alors si le foncteur f;, admet

un adjoint a gauche [ : (C/,) , — (C/,)_, nous en déduisons une ap-
plication [0/] : f**(Q,) — Q, dans (C /y),, Qui correspond a I’applica-

tion 0y : 4 ®4 B—— Qp dans le cas de la catégorie Alg,, des k-algébres
commutatives.

Dans le cadre de la catégorie des k-algebres 1’application ¢y donne des
informations sur le morphisme f: A—— B . En particulier nous avons
deux suites exactes fondamentales entre les modules des différentielles de
Kihler, et un des objectif de cet article est de généraliser ces suites exactes
au cadre d’une catégorie C localement présentable quelconque.

Pour énoncer ces résultats nous devons d’abord définir pour tout mor-
phisme f :x ——y dans la catégorie C 1’analogue du B-module des diffé-
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rentielles relatives {1p,4 défini pour tout morphisme f:A—— B de k-
algebres. Pour cela nous construisons le module €2; comme objet dans la
catégorie des modules de Beck au dessus de f considéré comme objet de la
catégorie C,,, (cf. définition 3.14).

Alors le théoreme 3.21 généralise la premiere suite exacte fondamentale,
ou suite exacte de Jacobi-Zariski, définie entre les modules des différen-
tielles dans le cadre de Alg;,, le théoreme 3.22 est inspiré par la deuxieme
suite exacte fondamentale et la compatibilité du module des différentielles
avec la localisation, enfin le théoreme 3.23 est la généralisation du fait que
les modules de différentielles commutent avec [’extension des scalaires.

Dans la derniere partie nous étudions comment ces résultats s’énoncent
dans les cas des catégories des ensembles, des monoides commutatifs et nous
revenons sur I’exemple de la catégorie des k-algebres commutatives.

Je remercie le rapporteur pour ses remarques et ses suggestions qui m’ont
permis d’apporter des précisions au texte et j’espere de le rendre plus lisible.

2. Rappels sur les foncteurs adjoints

Soient C et D deux catégories, si nous avons une paire de foncteurs
adjoints
F:CT LT 'D:G
nous notons respectivement 7, : t —— GFx et ¢, : FGy ——y 'unité
et la counité de 1’adjonction. Nous rappelons que les morphismes composés
€y 0 Fy : For —— Fa et Ge, ong, : Gy — Gy sont les morphismes
identités.
Les bijections naturelles entre Home(z, Gy) et Homp(Fx,y) sont défi-
nies par :
Homg(z, Gy) —————— Homp(Fx,y)
a————¢,0 Fa

GBon,+—if3

Soit C une catégorie, pour tout objet x de C nous notons respectivement
C/, et C, les catégories des objets au-dessus de x, ¢’est-a-dire la catégorie
formée des fleches u : 2z —— x, et la catégorie des objets au-dessous de z,
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c’est-a-dire la catégorie formée des fleches v : + —— z . Pour tout couple
d’objets (x,y) de C nous définissons aussi la catégorie C,, ,, comme la

catégorie formée des diagrammes © —— z —— 1/ .
Alors la catégorie Ptc(z) des points au dessus de z est la sous-catégorie

pleine de C,, , formée des diagrammes = —— z —— x , vérifiant uov =
td, (cf. [Bo-Bo], Chapitre 2).

Soit f : x —— y un morphisme dans C, alors si la catégorie C admet
des limites finies nous avons une paire de foncteurs adjoints

f! . C/x<—C/y : f*
définie par

fii(z—5 ) (2 fou Y)

ffrt—>y)——(z xyt&x)

De méme si la catégorie C admet des colimites finies nous avons une
paire de foncteurs adjoints

f* . Cz/<—Cy/ . f!

définie par
for @5t —— (y =y, 1)

oy 2) (x vol z)

En particulier dans les cas ou y est I’objet final ou dans le cas ou x est
I’objet initial nous trouvons les paires de foncteurs adjoints suivantes :

7], : Cppe—2C: [2]* et Y. : C—=C,, : [y

Soit F': C=—=D : G une paire de foncteurs adjoints, alors pour
tout y dans D nous avons une nouvelle paire de foncteurs adjoints

Faw) 1 Cray &=—=Dyy : Gy
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définie par

Fop) s (1 ——=G(y)) (F(z)
Gy:(z—"—y) (G(2) — G(y)) -

De méme pour tout x dans C nous avons une paire de foncteurs adjoints

G(u)

Fx . Cx/:DF(I)/ : GF(:(:)
définie par

F(v)

B (o ——2)—— (F()
Gra) : (F(z) —=y) (xG(u)onz

F(z))
G(y)) -

Remarque 2.1. Considérons un morphisme g : z —— y dans une catégorie
C admettant des colimites finies et la paire de foncteurs adjoints

F=[,:C——E=C,,:[z]' =G .
L’image de (z#y) par le foncteur GG est y et nous en déduisons la

nouvelle paire de foncteurs adjoints Fy : C,,«——E/, : G, définie de
la maniere suivante :

z z
Fy: (b : y) J{‘H lg et
2Hbgy
z z
h
Gy lu lg : (a Y)
a—"sy

La catégorie E/, définie par E/,, = (C.,) ), €St €gale a la catégorie

(C /y)g /» C'est la catégorie des diagrammes 2 a5y avec I’égalité
Uy © Vg = g.
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La paire de foncteurs adjoints £}, : C,, +——E,, : G, définie précé-
demment peut aussi €tre définie comme la paire

F,=1g9l, :Cpy+——E/; = lg]' = Gy .

3. Modules de Beck

3.1 Objets en groupe abélien et modules de Beck

Pour toute catégorie Y la catégorie (Y),;, des objets en groupe abélien

dans Y est la sous-catégorie formée des objets y de Y tels que le préfaisceau
hy : Y? —— Ens représenté par y est un préfaisceau en groupes abéliens.

Cela signifie que pour tout z dans Y ’ensemble h,(z) = Homy(z,y) est
un groupe abélien et que pour tout morphisme u : z—— 2 dans Y I’ap-
plication associée u* : h,(z') — hy(z) estun morphisme de groupes. Un
morphisme dans (Y),; est un morphisme de préfaisceaux en groupes.

Si la catégorie Y admet des limites finies, il suffit de supposer que Y ad-
met des produits finis et a un objet final xy, un objet en groupe abélien est un
objet y de Y et la donnée de morphismes m, : y X y ——y, iy 1 Yy ——Y
et e, : xy ——y tels que m,, définit une loi de groupe abélien avec ¢, pour
I'inverse et e, pour I’élément neutre. Un morphisme dans (Y),, de y dans
y' est un morphisme f:y——1v' dans Y tel que nous ayons f o m, =
my o (f X f), foiy,=1iy0fetfoe,=ey.

Nous rappelons le résultat suivant (cf. [Ba 1], Théoremes 1.5 et 2.4 du
chapitre 2).

Théoreme 3.1. Pour toute catégorie Y ayant des limites finies la sous-
catégorie (Y )y des objets en groupe abélien est une catégorie additive, qui
est localement présentable si Y [’est.

De plus si la catégorie Y est exacte, la catégorie (Y ), est une catégorie
abélienne.

Soit Y une catégorie admettant des limites finies, alors I’ élément nul Oy
de la catégorie additive (Y )y, est I’objet final xy muni de la structure de
groupe triviale.
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Pour tout x dans (Y), le morphisme © —— Oy dans (YY), est le mor-
phisme induit par le morphisme x —— %y dans Y, et pour tout y dans
(Y)q le morphisme Oy ——y dans (Y)q est le morphisme induit par
I’élément neutre e, : xy ——y de la structure de groupe de y.

En particulier I’élément neutre 0 du groupe abélien Homy),,(z,y) est
le morphisme ¢ dans Y qui se factorise par 1’objet final

g
Xy [ T——ky —y .

Il existe un foncteur oubli U : (Y ), —— Y , et si la catégorie Y est lo-
calement présentable le foncteur U admet un adjoint a gauche L, le foncteur
objet en groupe abélien libre (cf. [Ba 1], Exercice 1.5-3 du chapitre 6).

Un foncteur exact a gauche G : 'Y —— X préserve les limites finies et
I’image d’un objet en groupe abélien est un objet en groupe abélien, il in-
duit alors un foncteur additif G : (Y)ay — (X)ap tel que le diagramme
suivant est commutatif

(Y)ap —22 (X

U U

Yy ¢ X

Soit C une catégorie admettant des limites finies.

Définition 3.2. La catégorie des modules de Beck au-dessus d’un objet x de
C est la catégorie des objets en groupe abélien dans la catégorie C, des
objets au-dessus de v : Bc(r) = (Cz) -

Nous pouvons définir un foncteur oubli U, de la catégorie des modules
de Beck (C/,),, au-dessus de x dans la catégorie C .. Si la catégorie C est
localement présentable, il en est de méme de la catégorie C/, et le foncteur
U, admet un adjoint a gauche L,, qui est appelé foncteur d’abélianisation et
est noté Ab,, dans [Fr] :

Lx . C/m €L (C/x)ab . Ux

<—
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Soit G : D —— C un foncteur exact a gauche, pour tout y dans D
le foncteur G, : D), —— C /g, préserve I’objet final et les produits fi-
nis, 'image d’un objet en groupe abélien est un objet en groupe abélien.
Nous avons donc un foncteur (G,),, de la catégorie des modules de Beck
au-dessus de y, Bp(y) = (D), dans la catégorie des modules de Beck
au-dessus de G(y), Bc(G(y)) = (Cyay)),, qui est additif, tel que le dia-
gramme suivant soit commutatif :

Gy
(D), —= (Craw))

lUy lUc;(y)
G

D/, ——— C/q)

Nous noterons [a] = ( a*——x ) un élément de la catégorie (C/),,,

cela correspond a un objet a de C avec un morphisme u, : a ——x, a la

donnée des morphismes m, :a X, a—a, i,:a—>a et e, : x —a
donnés par la structure de groupe, et nous avons 1’égalité u, o e, = id,,

Remarque 3.3. L’existence du morphisme élément neutre e, : r——a
définit un foncteur naturel O, : (C/;),, — Ptc(z), qui est fidele, et le
foncteur oubli U, : (C /x)ab —— C/, se factorise par le foncteur canonique
G, : Pte(z) — Cy, .

De plus le foncteur induit (G.),, : (Ptc()),, — (C);),, est une
équivalence de catégories.

De méme nous noterons [o] un morphisme de Homc,,) ([a], [b]), c’est

la donnée d’un morphisme « dans Homc(a,b) tel que nous ayons le dia-
gramme commutatif

l'yifxx
St

et compatible aux morphismes m,, et my, i, et .
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Lemme 3.4. Soit o un morphisme dans Homc,,) (la],[b]), alors avec les
notations précédentes nous avons

[a] =[0] <= a=-¢e,ou,.

Démonstration. Le morphisme [a] est le morphisme nul dans le groupe
abélien Hom(c,,) (la],[b]) s’il se factorise par Oc,,, ¢’est-a-dire si nous
pouvons trouver un diagramme commutatif

|
b

/ Ua

idy

X s
a2

O

Définition 3.5. (1) Le module cotangent, €2, de x est le module de Beck au-

dessus de x obtenu comme image par L, de I'objet final xc,, = (z e o )
de C/x, Q$ = Lz(*c/m).

(2) Pour tout [b] appartenant a (C/.) ,, nous appelons ensemble des
dérivations de Beck de x a valeurs dans [b] I’ensemble

Derc(z,[b]) = Homc,,) () [b]) ~ Homg,, (*c,,,b)

ab

avec b = U,([b]).

Le module des différentiel €2, correspond a un élément |w,|, avec w,
dans C, et par définition nous avons U, (%) = (wy —=—x ). En parti-
culier I’unité e, de I’adjonction L, - U, correspond a un morphisme
Ne : T — w, Vérifiant u,,, on, = id,.

Une dérivation 6 dans Derc(x, [b]) correspond a un morphisme [§] dans
Homc,,)  ([ws], [b]), ¢’est-a-dire correspond & un morphisme § : w, — b
tel que le diagramme suivant soit commutatif

T,
Xub/b
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Par adjonction le morphisme [d] correspond a un morphisme [ dans
Homg,, (*c,,,b), qui est défini par 8 = U([0]) o Thc,,» c’est-a-dire a un

morphisme 3 :x——0b vérifiant u, o § = id, tel que nous ayons 1’égalité
B = don,. Etréciproquement par adjonction nous associons a un morphisme
B dans Homc, (xc,,, b) le morphisme [6] dans Hom(c ) ([w.], [0]) défini

par [0] = ey o L (8).

Remarque 3.6. Pour tout [b] appartenant a (C,)_,, I’ensemble des dériva-
tions de Beck Derc(z, [b]) est canoniquement isomorphe a 1’ensemble des
sections du morphisme wu; : b—— x, pour b = U,([b]). Mais la structure
de groupe abélien sur cet ensemble dépend de la structure d’objet en groupe
abélien dont est muni 1’objet b.

Proposition 3.7. Un élément 0 du groupe abélien Derc(x, [b]) est I’élément
nul si et seulement si le morphisme 3 de Homc I (*c Jo? b) correspondant a
0 est égal au morphisme e, élément neutre de la structure de groupe abélien

de [b|.

Démonstration. Par définition 1’élément 6 est I’élément nul si nous avons
[0] = [0].

D’aprés le lemme 3.4, si [§] = [0] nous avons § = e, o u,,, et nous en
déduisons 5 = e, 0 uy,, 01, = €.

Réciproquement si 8 = ¢, alors (3 est I'image par U,, du morphisme nul
[0] : Oc,, — [b] , nous avons alors le diagramme commutatif suivant

Lz (B)

wp = LU,0c,, LU, [b]
o o

et nous en déduisons que [6] = [0].
0

Remarque 3.8. D’apres la proposition 3.7 I’élément 6 du groupe abélien
Derc(x, [b]) est I’élément nul si et seulement si la section 5 du morphisme
up : b—— x est égale a I’élément neutre ¢;,.
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En particulier si x est I’objet initial de la catégorie C pour tout objet
up : b——x dans C/, il existe un seul morphisme 3 :x——b tel que
up © = id,, par conséquent le groupe abélien Derc(x, [b]) est réduit a
I’élément nul. En particulier nous avons 2, = (0).

3.2 Catégorie en groupe

Nous considérons maintenant une catégorie C telle que tout objet a ad-
met une structure de groupe, non nécessairement commutatif, et telle que
les morphismes respectent cette structure. Plus précisément nous supposons
que pour tout objet a dans C il existe des morphismes f, : a X a —a ,
lg : a—a et g, : k¢ — a définissant une structure d’objet en groupe

et que pour tout morphisme f:b——a dans C nous avons f o u, =
pao(fX[f), fou, = te0f et fog, = &,. Etnousnotons ¢, : a X a —a X a
le morphisme qui échange les facteurs, en particulier la loi de groupe est
commutative si nous avons i, © Cq = flg-

Soit z un objet dans C et nous notons comme précédemment m,,, i, et e,
les morphismes définissant la structure d’objet en groupe abélien d’un objet
[a] dans (C,) . avec uq :a—— .

Nous avons le diagramme commutatif

p1
aX,aq——

le
Ua
a

—

Uq

|/

et nous notons g, : a — a le morphisme g, = €, 0 Uy, G : G Xz a—

le morphisme g, o p; = ¢, © po, et ,u((;o’) ca X a X a— a le morphisme

,ua(,uaa ida) = Na(idaa Na)
Proposition 3.9. Nous avons [’égalité m, = ufzg) o ¢ ou le morphisme
¢:axX,a—aXxXaxa estdéfini par o = (p2,ta © Ga, P1)-

Démonstration. C’est un résultat classique qui est une conséquence des re-
marques suivantes.
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Comme les morphismes dans C respectent la loi de composition ji, nous
avons la commutativité du diagramme suivant

(a Xz a) X (axza) ——(a X a) Xxs (a X a)

Ma Xmal llﬁa X ha

B N
a
et nous en déduisons que le morphsime composé

axaL(axa) X (2x) (axa)Ma ,

avec 1) = ((ga © P2, 1), (P2, 9a 0 p1)), st égal & 1, © c,.
]

Si nous supposons que les objets de la catégorie C sont des ensembles
munis d’une loi de groupe notée multiplicativement les relations précédentes
peuvent s’écrire :

- mg(11.81,72.82) = mg(ry, s1).mqa(re, S2) pour 11,79, $1, So dans I’en-
semble a avec uy(11) = ua(S1) et ug(ra) = uq(s2), et

-ma(ga(s).7,$.94(r)) = s.r pour r et s quelconques dans a,
et I’égalité de la proposition peut s’écrire

mq(r,s) = s.eq(t) tr
pour r et s appartenant a I’ensemble a avec t = u, (1) = uy($).
Nous avons vu qu’il existe un foncteur oubli de la catégorie (C/,),, dans

la catégorie Ptc(x) des points de C au-dessus de z, et dans le cas d’une
catégorie en groupe nous avons le résultat plus précis suivant.

Corollaire 3.10. La foncteur O, : (C/.), , —— Ptc(x) est pleinement
fidele.

Démonstration. En effet nous déduisons de la proposition précédente que la
structure d’objet en groupe abélien de [a] est entierement déterminée par les
morphisme e, : v ——a et u, :a——x .

]
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3.3 Suite exacte des modules cotangents

Soit C une catégorie localement présentable, et soit f : z ——y dans
C, nous voulons comparer les modules cotangents (2, et 2, et définir un
module cotangent relatif €2, /,,.

Le foncteur f*: C,,—— C/,, estun adjoint a droite, il est donc exact

a gauche et induit un foncteur additif f}, : (C,),, — (C/.),, tel quele
diagramme suivant soit commutatif

*

fa
(C/y)ab — (C/$>ab

Wk
f*

Cy—Cy,

Grace aux adjonctions L, - U, et L, - U, nous définissons la trans-
formation de Beck-Chevalley a gauche L, f* = f; L, ([Ma] 2.16). Nous

déduisons de I'isomorphisme canonique *c, — f*(xc /y) un morphisme

naturel dans (C,), :

[67] : Q0 = La(xc,,) — Laf"(xc,,) — farLy(xc,,) = fa () -

Remarque 3.11. Sila catégorie C est une catégorie localement présentable,
pour tout objet z dans C I’adjonction L, : C/, L "(Cy),, : Uy estmo-

nadique et la catégorie (C/,) , est encore localement présentable (Theorem
1de [Po] ).

Nous déduisons alors du théoréme 4.5.6. de [Bo] que le foncteur [,
admet toujours un adjoint a gauche f: (C,,) , — (C,),, -

Nous déduisons de I’existence du foncteur adjoint a gauche

fee (Cra)wy, —(Cry) s

1. Je remercie Marino Gran pour m’avoir indiqué cette référence
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un morphisme [d/] : £**(Q,) —— Q,, dans (C /y) > QUi peut étre construit
directement a partir du diagramme commutatif

ab
!

(Cra)yy—(Cpy)

Remarque 3.12. Le morphisme [0] est égal au morphisme L, (1) o 9
est le morphisme canonique ¥ : fi(xc /m) — ¢, dans Cy,.

Le morphisme [0] induit un morphisme
Us(Q2e) — Us fr(y) = [7U, (L)

dans C/,, c’est-a-dire un morphisme dy : w, —— x X, w, au dessus de =
compatible avec les structures d’objets en groupe abélien de w, et de x X, w,,.
Alors le morphisme ¢y : * — x X, w, dans Homc,, (*c,,, Usfa,($2y))
correspondant par I’adjonction L, 4 U, au morphisme [df] est défini par
by =05 01

Par construction ce morphisme v est défini par le diagramme commu-

tatif suivant
wf,‘
p2

T way—>wy

idyg
lpl Juwy
!

r——Y

T

et comme nous avons I’égalit€ id, = wu,, o 1, nous en déduisons le dia-
gramme suivant formé de carrés cartésiens :
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lp 1 J/U‘Wy
f

r—Y
et nous pouvons ainsi écrire 67 o 1, = ¢y = f*(n,).

Pour tout [b] dans (C,) , le morphisme [0f] : 0, — f7,(€2,) définit
un morphisme de groupes abéliens [Ay] de ’ensemble Derc(y, [b]) dans
I’ensemble Derc(z, f5([b]) :

(Al s Homee,,) (R, b)) ————— Homc,,),, (L, fo3 (b))

0] = fa([0]) o [0/]

Le morphisme dans Homg,, (xc,,,b) associé a [d] par I’adjonction
L, U,estégala s = don,, oud = Uy,([d]), et de méme le morphisme dans
Homg,,(xc,,, [*(b)) associ€ a f3,([d]) o [d] par ’adjonction L, - U, est
égala f*(d)od son,. Nous déduisons alors de ce qui précede que 1’application
associée au morphisme de groupes [A(| par les adjonctions L, 4 U, et
L, - U, est’application induite par le foncteur f* :

Ay Homg, (xc,,,b) ———— Homc,, (*c,,, f*(b))

B [(B)

qui correspond au morphisme canonique entre 1’ensemble des sections du
morphisme u, : b — y et 'ensemble des sections du morphisme w;x p :
T Xyb— a.

Proposition 3.13. L’élément [6] de Derc(y, [b]) appartient au noyau de [A ]
si et seulement si nous avons 1’égalité e, o f = [ o f, out B est le morphisme
de Homg,, (*c,,,b) associé a 0] et ot ey, est I'élément neutre de la structure
de groupe abélien de [b).
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Démonstration. Soit [b] un objet de (C,) , correspondant a un objet
up = b——y de C,,, alors I’élément neutre e, : v ——a =1z X, b de
I'image [a] = f,([b]) est défini par le diagramme commutatif suivant

x ebof
NI
T X, b3
idy
p1 Up
P,
r——Y

ou ey, : y—— b est1’elément neutre de [b].
La proposition est alors une conséquence de la proposition 3.7 et de la
description précédente de 1’application A ¢ associée au morphisme [A¢].
]

Pour tout morphisme f : z —— y dans C, nous pouvons considérer f
comme un objet de la catégorie D = C,,/, comme précédemment nous avons
le couple de foncteurs adjoints

. — .
Ly :Dyp 1" (Dys)y,  Us
et nous avons la définition suivante.

Définition 3.14. Le module cotangent )y est le module de Beck au-dessus
de f dans (Dyy),, obtenu comme image par Ly de I’objet final xp,, =

id
(f—=f)deD,s, Qp = Ly(+p,,.)-

Nous considérons alors la paire de foncteurs adjoints
F=],:C—C,, =D:[z]' =G

ou I'image de (f :  ——y) par le foncteur G est y, et nous en déduisons
la paire de foncteurs adjoints

Fy:C/y<—D/f:Gf .
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Les objets de la catégorie D,y = (C,/), sont les diagrammes commu-

tatifs dans C :

T —"

|, 1=
r——y

que nous notons (v, z, u, ).

Un morphisme de (v,,, 21, u., ) dans (v,,, 22, u,,) est un morphisme
g : 21 — 29 dans C vérifiant v,, = gov,, etu,, = u,, og, et1’objet final
*p,,; de D est le diagramme (f,y,id,). La donnée d’un morphisme [a]
de xp,, dans I’objet (v,, z,u,) est la donnée d’un morphisme s:y— 2
dans C vérifiant u, o s = id, etso f = v,.

De méme les objets de la catégorie C/, sont les morphismes u; : t —y
dans C que nous notons (¢, u;). Un morphisme de (¢, u;, ) dans (to, uy, ) est
un morphisme h : t; —— t, vérifiant u;, = wuy, o h, et ’objet final x¢ Iy de
C/, est le morphisme (id,,y). La donnée d’un morphisme [3] de xc,, dans
I’objet (¢,u;) est la donnée d’un morphisme s:y—— t dans C vérifiant
Uy 0 5 = id,.

Comme précédement nous notons [(v,, z, u,)| (resp. [(¢, u;)]), un élément
de la catégorie (D/y) , (resp. (Cy,) ), d’image (v., 2, u.) (resp. (¢, us)).

Le foncteur Gy : D,y — C,,, induit un foncteur (G)_, entre les sous-
catégories des objets en groupe abéliens, c’est-a-dire nous avons le dia-
gramme commutatif suivant :

Gy
Dys), ——(Cpy).,

Proposition 3.15. (1) Le foncteur Gy : D,y —— C,, est fidéle.

(2) Le foncteur (Gy),, : (Dss),,—(C,),, estune équivalence de
catégories.

Démonstration. (1)1l suffit de remarquer que le foncteur Gy : D,y — C
envoie (v,, z,u,) sur (2, u, ), et un morphisme g : z; — 2z sur lui-méme.
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(2) Nous allons construire le foncteur (F)_, inverse du foncteur (Gy),,.

Soit [(Z, ;)] un €lément de (C/,),,, le morphisme ¢, : *c,, — (¢, u)
induit un morphisme e, : y ——1¢ dans C vérifiant u; o e; = id,. Nous
définissons alors (Fy),, ([(¢,u¢)]) = [(ve,t,ue)] avec v, = e, o f. 11 suffit de
vérifier alors que (v, t, u;) est un objet en groupe abélien dans D/, et que
nous avons (G'y) , o (Fy),, = z’d(c/y)ab et (Fy),,° (Gy)y = idD, ;)0

Nous pouvons aussi déduire 1’équivalence de catégories
(Gf)ab : (D/f)ab — (C/y)ab

de I’équivalence de catégories Ptp(f) —— Ptc(y) et des équivalences

de catégories (PtD(f))ab—>(D/f)ab et (Ptc(y))ab—>(C/y)ab (cf.
remarque 3.3).

Définition 3.16. Le module cotangent relatif,noté €1, /,, est I'image du mo-
dule cotangent Q¢ par le foncteur (Gy),, - (D/s),, — (Cry),, -

Qyre = (Gyp)y(S2y) -

Pour x égal a I’objet initial de la catégorie C, le module cotangent relatif
€/, est canoniquement isomorphe au module cotangent (1.

Remarque 3.17. Nous pouvons décrire tout objet en groupe dans D par un
. Vz Uz .
diagramme z —— 2z ——y ,avecu,oe, = idy,, u,0v, = fete,o f = v,
€z

ou le morphisme e, est défini par I’élément neutre. En particulier le module
N . Veg g
cotangent {1, correspond a un diagramme z ——wy——>y .
Cwy

Nous déduisons du diagramme commutatif précédent et des adjonctions

L, 4 U,et L, 1 U, la transformation de Beck-Chevalley a droite [I'] :
LyGf = (Gf)abLf ([Ma] 2.16).
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Proposition 3.18. Pour tout a dans D ;; le morphisme

Vel € Hom(c,,), (LyG(a), (G) g Ls(a))

défini par la transformation de Beck-Chevalley [I'| est un épimorphisme.

Démonstration. Pour tout a dans D et tout [b] nous déduisons de 1’adjonc-
tion Ly 4 Uy et de la pleine fidélité du foncteur (G),, les isomorphismes
Homp, (a,Us([b])) ~ Homp,, (Ls(a),[b])
~ Hom,,) ((Gf)yLs(a), (Gr)y([B]))

et de la commutativité du diagramme précédent et de I’adjonction L, 4 U,
les isomorphismes

Homg,, (Gf(a), GyU([0])) =~ Homg,,(Gy(a), Uy (Gy),, (b))

Homg,,),, (LyGrla), (Gy)y([0])

Le foncteur GGy induit une application

~
~

Homp, (a,Us([b])) —— Homg,,(G¢(a), G U([B])) ,

d’ot1 une application [Fng)“b([bD} de Hom(c,,) ((Gy),,Ls(a), (Gy),,([0])

dans Hom(c,,) (LyGy(a), Gy, ([b])), qui correspond a la composition par
le morphisme [7,]. Cette application correspond aussi, par les isomorphismes
précédents a I’application

Homp,(a, Us([0])) — Homg,, (Gy(a), GUs([b]))

induite par le foncteur G'¢, donc est injective d’apres la proposition 3.15 (1).
Nous déduisons alors de I’essentielle surjectivité du foncteur (G'y) , que
pour tout [c] dans (C/,) , ’application

ab

1]+ Homic,,y, ((G5),yLs(a). [e) —— Homic,, (4G (a). [
Y 800[7(1]

est injective, par conséquent [7,] est un épimorphisme.
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Pour a égal a I’objet final +p, ., nous trouvons un épimorphisme naturel :
[,yf] : Qy Qy/x )

et nous déduisons que pour tout [b] dans (D), nous avons un morphisme
injectif entre les ensembles des dérivations

7] Dern(f,1b)) < Dero(y, (Gy) 4 ([8]) -

Remarque 3.19. Le morphisme [¢] se factorise par

Qy — LyUy(Qyz) — Qo -
Définition 3.20. Soient f: X ——Y et g:Y —— Z deux morphismes
dans une catégorie additive A, alors on dit que la suite

X 2.y S,z 0

est exacte dans A si pour tout U dans A nous avons une suite excate de
groupes abéliens

0—— Homa (Z,U) =2 Homa(Y,U) = Homa (X, U) .

Si la catégorie A est de plus une catégorie exacte, c’est-a dire si A est
une catégorie abélienne, nous retrouvons la définition usuelle de suite exacte.

Théoreme 3.21. Soit C une catégorie localement présentable, pour tout
morphisme f . x ——y dans C, nous avons une suite exacte dans (C,) , -

5
f!ab(Qx> [ f] Qy ['Yf} Qy/m N O

Démonstration. Par définition il faut montrer que pour tout [c| dans (C,)q
la suite de morphismes induite

lvgl™ [551* w
0—> Hom’(c/y)ab(ﬂy/mv [e]) ——— HOm(c/y)ab(ﬂyq [e]) ———— Hom(c/y)ab(f! b (), [c])
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est une suite exacte de groupes abéliens. De ce qui précede nous en déduisons
que c’est équivalent a monter que pour tout [b] dans (D) , la suite de mor-
phismes

Tyl [Af]
00— Homep, ) (24,1b)) ——— Homc,) (@.(Gy) () ——— Hom(c, ) (2. £(Gr)yy (D)

est exacte.
Comme nous avons déja vu par la proposition 3.18 que le morphisme
[I'] est injectif il suffit de monter que nous avons 1’égalité :

Ker((Ag)) = Im([T})

Nous pouvons écrire le diagramme commutatif suivant

Hom(D/f)ab(Qf, (o)) L Hom(c/y)ab(ﬂyv (G§)ap(0]) i} Hom(c/m)ab(ﬂz, Fap(Gg) 4, ([6D)
Homp,, (> 1 Us () —y Home, (x6, Uy(G )y () — 2y Home,, (v, Us £23(G ) (1)

Avec les notations précédentes nous notons (v, b, up,) 1’élément U ([b])
dans la catégorie D¢, (b, u;) I'élément U, (Gy) ,([b]) = G;Uy([b]) dans la
catégorie C/,, et (z x, b,py) I'élément U, f3,(Gy),,([b]) = f*GUs([b])
dans la catégorie C .

L’application I' envoie un élément [o] de Homp / (*p U #([0])), cor-
respondant a2 un morphisme s :y——b, sur I’élément [/3] appartenant a
H omg,, (xc,,, Uy(Gr),,([0])), coqespondant au rpém_e morphisme s, en par-
ticulier nous retrouvons que I’application I'; est injective. Nous en déduisons
qu’un élément [8] de Homg, (*c,,, U,(Gy),,([b])) appartient a I'image de
I’application I'; si et seulement le morphisme s :y——0 correspondant
vérifie I’égalité so f = vy, c’est-a-dire si et seulement si nous avons 1’égalité
so f =e, 0 f.Le résultat est alors une conséquence de la proposition 3.13.

]

Sous certaines conditions le module cotangent relatif €2, /,, est nul; plus
précisément nous avons le résultat suivant.

Théoreme 3.22. Soit C une catégorie localement présentable, et soit
f:x——y dans C, alors si | est un épimorphisme dans C, I’application

[07] : f2(Q,) —— Q, est un épimorphisme dans (Cry)
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Démonstration. Si f : x — y estun épimorphisme dans C, le morphisme

induit ¢ : fi(xc /1) —*c,, » correspondant a

ﬁfﬁ(%

) (y

est un €pimorphisme dans C,,. Comme le foncteur L, est un adjoint a
gauche, il en est de méme du morphisme L, (¢), qui est égal au morphisme
[0¢] d’apres la remarque 3.12.

]

Nous considérons deux objets x et z de C, y = z [ | x, et les morphismes
f=q: r——y et g=q : z——y.Comme précédemment nous avons
la paire de foncteurs adjoints

FO =[z],:C+—=C, =E:[2]' =GV |

’image de (g:z——y) par le foncteur G!) est y, nous en déduisons la
paire de foncteurs adjoints

FM:.c,=——E,: G} .
Théoreme 3.23. 1l existe dans (C ), un isomorphisme naturel
f!ab(Qx) ~ €y, .
Démonstration. Le foncteur (Ggl))ab :(Ey),, —(Cyy),, estuneéquiva-

lence de catégories, le foncteur inverse (F&l))ab est ’adjoint a gauche et nous
avons le diagramme commutatif suivant

|ab (F'y<1))ab
(Cra)yy—(Cry)y — (Epg)
E T
fi F:l,sl)
Cra Cyy E/q
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Par définition du foncteur f; nous avons fi(xc,,) = (f:z——y)

et d’apres la remarque 2.1 nous avons Fy(l) (fix—y) = *E,,, NOUS
déduisons alors de la commutativité du diagramme précédent I’égalité

(Fy(l))abf!ab(ﬂf> = Qg )

et le théoréme est une conséquence de I’égalité 2, /. = (Gél))ab(Qg).

4. Exemples

4.1 Catégorie des ensembles

Nous prenons comme catégorie C la catégorie Ens des ensembles. La
catégorie des objets en groupe abélien dans Ens est la catégorie Ab des
groupes abéliens.

Pour tout X dans Ens la catégorie (Ens, X)ab est la catégorie des appli-

cations u : F'—— X telles que chaque fibre F, = u~!(z) pour x € X est
un groupe abélien, et les morphismes sont définis par

e u®

Homgns ) (FOX5X ), (FO X5 X)) = [ Homan(FD, FP) .

ab
zeX

Le foncteur Ly : Ens,x —— (Ens / X)ab adjoint a gauche du foncteur

Ux : (EnS/X)ab —— Ens,x est défini par

Lx(E—5X) = (F=27Zx|E] > X)

avec F, = Z[E,] le groupe abélien libre engendré par la fibre F, pour tout
x € X. Nous en déduisons que le module cotangent de ’ensemble X est
défini par Qx = (X x Z-2-X).

Soit f: X —— Y une application dans Ens, alors le foncteur

Jop (EnS/Y)ab - (EnS/X)ab
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envoie I’objet en groupe abélien (G ——=Y) sur (F = X xy G = X)
ol pour tout € X nous avons I, = G ().

Le foncteur f : (Ens, x),, — (Ens;y) , envoie I’objet en groupe
abélien (F —— X) sur (G——Y") ol pour tout y € ¥ nous avons G, =
@)=y Fo-

u® e

En effet pour (F) “— X) dans (Ens/x),, et pour (G® =Y
dans (Ens;y)_, nous avons

e " @ 2
Homns, )., (FO 255 X ), f2,( G 225y ) = T Homan(FD,GE)

zeX

et
e) )
Hom(gns,y) , (P FO 25X ), (G 225y ) = [[ Homaw( [] FO,GP).
yeyY J(x)=y
Pour une application f : X —— Y nous avons alors
f(Qx) = (G —=Y)

avec pour tout y € Y la fibre G, = [ | Fa)=y Z et le morphisme

[07] = £ (Q2x) — Q
est le morphisme qui au dessus de y est défini par
o [ z—1z .
fx)=y
Si I’ensemble f~!(y) = {x € X | f(x) = y} est non vide nous avons
dy 11 @)=y L — Z qui est défini par idy, sur chaque facteur et d, est sur-

jectif, et si 'ensemble f~'(y) est vide nous avons §, : (0) —— Z . Nous en

déduisons que le module cotangent relatif est défini par Qy/x = (H —Y)
avec H, = (0) si y appartient a I'image de I’application f et H, = Z sinon.
Nous déduisons de ce qui précede le résultat suivant.
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Proposition 4.1. Le morphisme [0;] : f**(Qx) — Qy est un épimorphis-
me (resp. un monomorphisme) si et seulement si l’application f: X —Y
est surjective (resp. injective).

En particulier [07] : f®(Qx) —— Qy est un isomorphisme dans la ca-
tégorie (Ens,y) , si et seulement si f est une bijection dans Ens.

4.2 Catégorie des monoides commutatifs

Nous considérons maintenant la catégorie Com des monoides associa-
tifs, commutatifs unitaires. Un objet X de Com est un ensemble muni d’une
loi de composition interne « : X x X —— X associative, commutative et
muni d’un élément neutre 1x pour la loi x. Suivant Michael Barr nous avons
la description suivante.

Soit X dans Com, un objet de la catégorie (Com/x) , est la donnée
d’un morphisme de monoides u4 : A — X etde morphismes de monoides
au-dessusde X mg : AxXx A— A, ip: A—Aetey: X— A qui
définissent une structure d’objet en groupe abélien.

Nous en déduisons que pour tout x € X ces morphismes induisent une
structure de groupe abélien sur la fibre A, = u ;' (x) notée +, dont I’élément
neutre est 04, = e4(x). La composition par un élément x de X définit une
application de A, dans A,,,, et comme d’apres la démonstration de la pro-
position 3.9 cette application est un morphisme de groupes abéliens. Cela
détermine completement les objets en groupe abélien dans Com, x, plus
précisément nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.2. [Ba 2] Soit X un monoide commutatif, un objet A de la
catégorie (Com, x) , est la donnée pour tout x dans X d’un groupe abélien

A, pour tout x et y dans X d’un morphisme de groupes R Ay — Apey

vérifiant h(xA) o hz(JA) = h;i‘;.
Nous notons un élément de A sous la forme d’une paire (z,a) avec x =
ua(z,a) dans X, a dans A, et la structure de monoide sur A est définie par

(z,a) * (y,0) = (%5, B5) (D) +4uy b (a)).

Pour tout A dans (Com/x),, I’espace des dérivations Dercom (X, A)
est égal par définition a I'ensemble Homcom, (X, A). D’apres ce qui pré-
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cede un morphisme s dans Homcom Ix (X, A) correspond a la donnée pour
tout = dans X d’un élément s, dans A, vérifiant la propriété suivante

Saxy :<th)<3y> Faxy hy(;A)(Sw)) :

En particulier pour x = y égal a I’élément neutre 1y du monoide X, nous

avons hg;A) = id et nous en déduisons s;, est égal a I’élément neutre 0 Ay
du groupe abélien A .

Un morphisme f:A—— B dans (Com/x),, induit pour chaque z

dans X un morphisme de groupes abéliens f, : A, —— B, . Comme f res-

pecte la structure de monoides nous avons de plus pour tout a dans A, et b
e e A A B B

dans A, I’égalité fm*y(hi )(b) Faxy hz(,, )(a)) = Kl )(fy(b)) + ey hé )(fz(a)),

ce qui induit pour b = 04, I’égalité fx*y(hggA)(a)) = h,(EB)(fy(a)). Nous avons

alors le résultat suivant.

Proposition 4.3. [Ba 2] Un morphisme f: A—— B dans (Com/x) , est
défini par la donnée d’une famille de morphismes de groupes abéliens
fz 1 Ay —— B, vérifiant la relation f,,, o hng) = hch) o fy.

Soit f: X —— Y un morphisme dans Com, nous avons alors la paire
de foncteurs adjoints

fi: Com/x +—— Com/y : f*

et le diagramme commutatif

fa
(Com/y)ab—b> (Com/X)ab

lUy * lUX

Com y _r Com,x

ou le foncteur f}, envoie 1’objet B de (Comyy )., défini par la famille de
groupes abéliens (B,), .y et les morphismes h{ sur 'objet A = f#,(B) de
(Com,x ), défini par la famille de groupes abéliens (A,), .y avec A, =
By (z) et les morphismes K = h;ﬁz).
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Soit {2y le module cotangent de X et soit nx : X —— Qx ['unité de
I’adjonction, alors {2y correspond a une famille ((2x),),. de groupes
abéliens et a des morphismes B (Qx)y — (2x ) sy » €t le morphisme

nx correspond a la donnée d’éléments 77, dans (2 ), vérifiant

TNxy :(h:(rQX)(ny) Fasy éQX)(nm)) .

Nous considérons le monoide X = (N, +), un objet A dans (Comy) ,
est défini par la donnée de groupes abéliens A,, et de morphismes de groupes

) A, —— A, , pour tout n appartenant a N, avec les notations précé-

dentes nous avons A = ()" Et de la méme maniére un morphisme
f: A—— B dans (Com/y) , est défini par une famille de morphismes de
groupes abéliens f, : A, —— B, vérifiant f,,; o hY = B o f,.

Proposition 4.4. Le module cotangent Qy est I'objet de (Com y) , défini
par

1. (n)o = (0)
2. ()p = Zet B 1 (Qy), e, (On)nt1 pourn > 1.

Démonstration. Pour tout A dans (Com,y),_, ’ensemble Homcom (N, 4)
est isomorphe au groupe abélien A;. En effet un élément s; dans A; déter-
mine un morphisme s: N—— A avec sp = 04, et pour toutn > 1s, =
(A" (s1).

Un morphisme f : Qy —— A dans (Comy),, est enticrement déter-
miné par le morphisme f; : (Qy); — A; , en effet nous avons f, = 0 et
fn = (K" o f, pour tout n. > 1. Nous déduisons de 1’égalité (Qy); = Z
que le morphisme f; est défini par f;(1) et nous trouvons alors que 1’en-

semble Hom(com 0 b(QN’ A) est aussi isomorphe au groupe abélien A;.
]

4.3 Catégorie des anneaux commutatifs

Soient k£ un anneau commutatif et Alg, la catégorie des k-algebres com-
mutatives, nous rappelons les définitions et les résulats suivants.
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Soient A une k-algebre et M un A-module, alors une k-dérivation de A
a valeurs dans M est un morphisme de k-modules d : A—— M vérifiant
la regle de Leibniz d(aa’) = ad(a’) + @’d(a). Nous notons Dery(A, M)
I’ensemble des k-dérivations.

Nous appelons module des différentielles de Kdhler de A sur k le A-
module 24/, défini comme le A-module I/] 2, ol nous notons I le noyau de
la multiplication m : A ®, A—— A, et nous appelons d 4 la k-dérivation
a valeurs dans €24/, définie par le morphisme qui envoie un élément a de A
sur 'imagede 1 ® a — a ® 1 dans I/I°.

Alors le foncteur

Derg(A,—): Mody — Ens
M —  Deri(A, M),

est représenté par le A-module 24/, ot I’isomorphisme naturel en M entre
les ensembles Hom 4 (2a/x, M) et Dery (A, M) est défini par la composition
par d 4.

Nous voulons comparer les notions introduites a la définition 3.5 avec les
notions données ci-dessus.

Proposition 4.5. Pour toute k-algebre A la catégorie (Alg,, A)ab des objets
en groupe abélien de Algk/A est équivalente a la catégorie Mod 4 des A-

modules.

Démonstration. Soit B un objet de la catégorie (Alg,,, A)ab des objets en
groupe abélien de Alg, /4> hous avons alors le morphisme élément neutre

eg : A—— B et le morphisme composition pour la loi de groupe abélien
mp : B x4 B—— B . Comme le morphisme ep est une section du mor-
phisme ug : B—— A, nous en déduisons que B est isomorphe, en tant que

A-module, a la somme directe A & M avec M = Ker(ug: B—— A), et
grace a la proposition 3.9 appliquée a la loi de groupe commutatif sur un
anneau nous trouvons que mp est défini par mpg(by,by) = by + by — ep(a)
avec a = up(by) = up(by).

En appliquant I’égalité “pgocg = pupo(pup X up)or” de la démonstration
de la proposition 3.9 pour pp la multiplication dans B nous en déduisons
que B est isomorphe a la k-algebre A & M avec la structure de k-algebre
extension de carré nul, définie par (a;, my)(az, ms) = (ajas, aymo+asmy).
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Réciproquement nous pouvons associer ainsi a tout A-module M un ob-
jet en groupe abélien B = A @& M, et I’équivalence de catégories est alors

une conséquence du corollaire 3.10.
O

Corollaire 4.6. 1) Pour tout A-module M [’ensemble des dérivations de
Beck Derpyg, (A, B) de A a valeurs dans I'objet en groupe abélien B =
A @ M est égal a I’ensemble Dery(A, M) des dérivations de A a valeurs
dans M.

2) Le module cotangent r{) 4 est naturellement isomorphe a la k-algébre
AD Qg extension de carré nul de A par le module (2 4y, des différentielles
de Kdhler.

Démonstration. 1) D’apres la remarque 3.6 il suffit de montrer que ’en-
semble des sections s: A—— B du morphisme ug: B—— A est en

bijection canonique avec 1’ensemble des dérivations d: A—— M de A a
valeurs dans M, bijection donnée par 1’égalité s(a) = (a,d(m)).

2) Par définition la k-algebre (24 et le A-module €2/, représentent res-
pectivement les foncteurs Derayg, (A, —) et Dery(A, —), par conséquent
I'isomorphisme entre 24 et A ® €24/, est une conséquence de la proposi-

tion 4.5 et du résultat précédent.
O

Nous retrouvons la définition classique du module des différentielles de
Kihler 24 au dessus d’un anneau A, et les théoremes 3.21, 3.22 et 3.23 sont
des généralisations des résultats classiques de le théorie des modules des
différentielles de Kihler.

Le théoreme 3.21 est une généralisation de la premiere suite exacte fon-
damentale, résultat qui énonce que pour tout morphisme f: A—— B dans
Alg,. nous avons une suite exacte de B-modules

5
Qap®a B L L Qpp Qpa——0.

Le théoréme 3.22 est une généralisation du résultat suivant concernant
les épimorphismes f: A—— B dans Alg,. La classe des épimorphismes

est engendrée par la classe des surjections f: A—— B avec B = A/I ou
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I’idéal I de A est le noyau de f, et la classe des localisations f: A—— B
avec B = S71A ol S est une partie multiplicative de A.

Alors la deuxieme suite exacte fondamentale énonce que pour toute sur-
jection f: A—— B = A/l nous avons une suite exacte de B-modules

1/12—>QA/k ®ABL>QB/k—>O>

et la compatibilité des modules des différentielles avec la localisation énonce

que pour toute localisation f: A—— B = S™'A nous avons un isomor-
phisme de B-modules

5f : QA/k: ®AB;>QB/]€.

Nous en déduisons que pour tout épimorphisme f : A —— B I’application
dp : Qa/p ®4 B——Qp/;, estun épimorphisme dans Mod .

Enfin le théoreme 3.23 est la généralisation du fait que les modules de
différentielles de Kéhler commutent avec [’extension des scalaires, soient A
une k-algebre, f:k—— k' un morphisme d’anneaux et A’ = A ®; K/,
alors nous avons 1’isomorphisme de A’-modules

QA/k XA A—= QA//k/ .

Pour finir nous pouvons faire la remarque suivante.

Remarque 4.7. Comme la catégorie (Algy )  est équivalente  la caté-
gorie Mlod 4, elle est indépendante de I’anneau de base k. C’est une traduc-
tion du (2) de la proposition 3.15.
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