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Résumé. Dans le cadre des catégories mutantes sur une catégorie monoidale
symétrique V, voir [4], on généralise le lemme de Yoneda classique. On
montre aussi que le lemme de Yoneda enrichi peut étre déduit du cas mu-
tant. On construit encore un plongement de Yoneda qui est un foncteur mu-
tant pleinement fidele (justifiant ainsi le terme de plongement) vers une cat-
egorie mutante de foncteurs mutants. Toutes les constructions necessaires a
ces résultats se font sans condition particuliere pour la catégorie monoidale
V contrairement au cas enrichi.

Abstract. In the context of mutant categories over a symetric monoidal cat-
egory V, see [4], we generalize the classical Yoneda lemma. We also show
that the enriched Yoneda lemma can be deduced from the mutant case. We
also construct a Yoneda embedding which is a full and faithful mutant func-
tor (thus justifying the term embedding) towards a mutant category of mutant
functors. All the constructions necessary for these results are done without
any special condition for the monoidal category V unlike the enriched case.
Keywords. Monoidal category. Enriched category. Bicategory.
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Introduction
e Le Lemme de Yoneda, en théorie des catégories, occupe une place cen-
trale. Il est, entre autre, a la base de la théorie des faisceaux pour Grothen-
dieck et son école. Depuis, plusieurs généralisations du Lemme sont venues
encore étendre sa portée. Nombre d’entre elles, finalement, se sont avérés
des cas particuliers du lemme de Yoneda enrichi. Celle que nous proposons
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ici est encore une généralisation du cas enrichi. Outre cette généralisation,
elle permet aussi d’éviter les conditions préalables, portant sur la catégorie
monoiadale de base (comme d’€tre fermée et complete) nécessaires a sa for-
mulation.

e Nous nous plagons ici dans le cadre des catégories mutantes sur une catégo-
rie monoidale symétrique V donnée (voir [2] et [4]). Le concept de catégorie
mutante est une généralisation de différents concepts d’enrichissement par V
dont : Les catégories enrichies dans V proprement dites (encore appelées V-
catégories), les catégories V-tensorisées (et méme les V-prétensorisées) et
les catégories V-cotensorisées (ou encore les V-précotensorisées). Toutes
ces structures ont €tés étudiés dans [3] . On rappelle ici, a la section 1, tout
ce qui est a savoir, pour notre généralisation du Lemme, sur les catégories
mutantes et ses différentes classes d’exemples.

e Nous aurons encore besoin d’autres outils pour arriver a notre théoreme
central (la généralisation du Lemme de Y.). Afin de donner un fil conducteur
a ces différents outils et leurs propriétés, donnons 1’expression du plonge-
ment de Yoneda mutant :

M 8 — pf(MPV)
ou ...
- V est une catégorie monoidale symétrique fixée,
- M est une catégorie mutante sur V quelconque,
- yon est le plongement de Yoneda mutant. C’est un foncteur mutant (voir la
définition 1.2) qui est pleinement fidele (voir la définition 2.2 pour la pleine
fidélité). Sa construction est réalisée a la section 6.
- Plus généralement, lorsque M et N sont des catégories mutantes sur une
catégorie monoidale symétrique V on construit la catégorie mutante
V-u(M, N) dont les objets sont les foncteurs mutants de M dans N (voir
la section 4). Lorsque M et A sont de saveur E (c.a.d. proviennent de
catégories enrichies - par exemple M et N). Mais aussi lorsque V est fermée,
complete et | M| petit, V-1(M, N) est elle-méme de saveur E. La catégorie
enrichie qu’elle produit n’est autre que V[M, N] c.a.d. celle des V-foncteurs
et V-transformations naturelles de Ml dans N (voir [1]).
- M°P, la catégorie mutante opposée a M est définie a la section 3. C’est
un cas particulier d’une construction générale appelée “changement de base
d’une catégorie mutante”.
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-V = puc(V) ot puc : V-precot — Clatpu(V) est un 2-foncteur (construit dans
[4] et rappelé a la section 1) transformant une catégorie V-précotensorisée
en une catégorie mutante (sur V). V est la catégorie des préfaisceaux sur
V munie canoniquement d’une structure de catégorie V-cotensorisée. (voir
la section 2 , ou V est remplacée, plus généralement, par une catégorie V-
prétensorisée).

- Lorsque M est de saveur E, on peut construire un foncteur mutant

M L5 V(M V) ot V est la catégorie mutante canonique associée a V
et on obtient le triangle commutatif a isomorphisme pres suivant :

M
/ yon

V_M(Mopav) V_/'L(Mop7)>)

can

ou la fleche horizontale est un foncteur mutant pleinement fidele (voir la sec-
tion 7 ) construit a partir du foncteur mutant (pleinement fidele)

pt(V) 2 ,uc(V) (voir la section 2 ). Lorsque V est fermée et complete
et | M| petit yo peut s’identifier au plongement de Yoneda enrichi habituel
(voir la proposition 5.2).

- On arrive enfin au Lemme de Yoneda mutant. En fait celui-ci se rapproche
plus du Lemme de Y. classique que de sa version enrichie qui s’exprime de
facon interne. Par rapport au cas classiqug: il a surtout un degré de liberté

supplémentaire. Précisément, si on note M = V-u(M, V) et si on con-
sidere un foncteur mutant ' : M — ) quelconque et un objet X € |[M]|,

~

il s’écrit : M(yon(X),F) ~ Cx ou Cy Y, V est la fibration discréte as-
sociée a F'(X) (qui est un préfaisceau). Comme dans le cas classique cela

permet de constater que le foncteur mutant yon : M — M est pleinement
fidele (d’ou I’expression “plongement” le désignant).

e Avant de finir cette introduction nous voudrions signaler que lorsque
nous nous référons a la théorie, maintenant bien connue, des catégories en-
richies, nous avons opté pour nous rapporter de facon précise a un unique
ouvrage, a savoir le livre de F. Borceux (voir [1]) et d’utiliser si possible ses
notations.
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1. Généralités

e On se place dans le contexte des catégories mutantes. Pour cela quelques
rappels s’imposent (voir [4]).

Définition 1.1. :(voir aussi [2] sous la dénomination de bicategorie graduée)
V étant une catégorie monoidale fixée quelconque, une catégorie mutante
sur 'V est la donnée:

- d’une bicatégorie M,

- d’un morphisme strict de bicatégorie U : M — V° (ot V® est V vue
comme une bicatégorie A un seul objet, noté x, (alors Ob(V?) = {x},
FI(V?) = 0b(V), 2-Cell(V®) = FI(V)).

Ces données satisfont I’'unique axiome suivant:

(CM) Pour tout X, Y € | M|,

Uxy : M(X,Y) — V2(UX,UY) = Vb(x,%x) = V est une fibration
discrete.

Dans la suite, une catégorie mutante est désignée par sa bicatégorie sous-
jacente. On note ® la composition horizontale et par un point la composition
verticale (en accord avec les compositions dans V?).

Définition 1.2. : Un foncteur mutant ® : M — N est la donnée d’un mor-
phisme strict de bicatégorie faisant commuter le triangle suivant:

M e N

N

Vb
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Définition 1.3. : Entre deux foncteurs mutants ®, ¥ : M — N, une trans-
formation naturelle mutante t : ® — W est la donnée d’une famille de

fleches (P(X) I U(X))xem de AV (la catégorie sous-jacente a N - voir

la définition 1.5, plus loin) telle que, pour toute fleche X IV de M le carré
suivant commute strictement dans N\ :

(X)X U (X)

cad. V(f)tx = ty®(f) (ou les compositions ici sont strictes - voir plus
loin leurs définitions)

e Catégories mutantes (sur V), foncteurs mutants et transformations na-
turelles mutantes forment une 2-catégorie notée C'atj(V).

Exemples 1.4. : On distingue principalement trois classes d’exemples de
catégories mutantes.

- Les catégories enrichies dans V:
C étant une catégorie enrichie dans V, on lui associe la catégorie mutante
(sur V) ue(C), pour laquelle...
- |ne(C)| = |C],
.. Pour tout X, Y € |ue(C)|, pe(C)(X,Y)=V/C(X,Y),

La composition des fleches de pe(C) est donnée, pour un tel couple
x Ay B par (X (B,g)®(A.f) Z) = (X (B®A,gof) Z) ou
gof=(BaALLCY, 2)0CX,Y) 2% C(X, 2)),
.. L’identité pour la loi ® est donnée, pour X € |C|, par
Idx = (I,1 5 (X, X)),
.. La composition verticale des 2-cellules est la composition dans V,

.. La composition horizontale des 2-cellules est le produit tensoriel dans V,
.. U : ne(C) — V? est donné sur les fleches par U (A, f) = A.

- Les catégories V-tensorisées (et plus généralement les catégories V-
prétensorisées):

-63-



J. PENON UNE GENERALISATION DU LEMME DE YONEDA

ol une catégorie V-tensorisées est la donnée d’une catégorie £ munie d’un
foncteur produit tensoriel extérieur” V x £ 5E pour lequel,

.. Pour tout X € |[E|,I A X ~ X (cet isomorphisme est noté sx),

.. Pour tout X € |E|, pourtout A, B € V., (B A)ANX ~ BA(ANX) (cet
isomorphisme est noté amp 4 x).

Ces isomorphismes étant naturels et vérifiant des axiomes de cohérence (voir
[3])(dans le cas des catégories V-prétensorisées amp, 4, x n’est plus nécessai-
rement un isomorphisme).

La catégorie mutante associée, notée ut(IE), se décrit comme suit :

- |pt(E)| = [E,

.. Pour XY € |E|, une fleche X — Y dans ut(E), est un couple (A, f) ou
Aec|V|etANX L, Y est une fleche de E,

.. Pour deux fleches (A, f), (A, f') : X — Y, une 2-cellule a : (A, f) —
(A, f') dans pt(E) est une fleche a : A — A’ de V rendant commutatif le
triangle suivant dans [K:

ANX — MDA A X

NNt

.. La composition des fleches de ut(IE) est donnée, pour

x @Iy BI g ar (B,g) @ (A, f) = (B® A, g0 f) ob

gof=((BAAX " BAAANX) L BAY S 2)

.. L’identité pour la loi ® est donnée, pour X € |E|, par

Idx = (I,IANX 25 X)

.. Le reste de la description de put(E) est essentiellement comme celle de
pe(C).

.. Dans ([3]) on donne de nombreux exemples de catégories V-tensorisées et
méme V-prétensorisées.

- Les catégories V-cotensorisées (et plus généralement les catégories
V-précotensorisées):
ou une catégorie V-cotensorisée est la donnée d’une catégorie [E munie d’un
foncteur “Exponentiel” E x V? =% F(on note X4 = Exp(X, A)) pour
lequel...
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.. Pour tout X € |E|, X ~ X! (cet isomorphisme est noté o),

.. Pour tout X € |E|, pour tout A, B € V, (X4)B ~ X495 (cet isomor-
phisme est noté amx 4 )

Ces isomorphismes étant naturels et vérifiant des axiomes de cohérence (voir
[3]) (Dans le cas des catégories V-précotensorisées amx, 4,z n’est plus né-
cessairement un isomorphisme).

La catégorie mutante associée, notée pic(E), se décrit comme suit :

- |pe(E)| = [E],

.. Pour XY € |E|, une fleche X — Y dans uc(E), est un couple (A, f) ou
A€ |V]et X L Y4 est une fleche de E.

.. Pour deux fleches (A, f), (A', f') : X — Y, une 2-cellule a : (A, f) —
(A’, f') dans pc(E) est une fleche a : A — A’ de V rendant commutatif le
triangle suivant dans [E:

y4

X
f \
A
1d® Y

.. La composition des fleches de pc(E) est donnée, pour

x @Iy B, Z,par (B,g)® (A, f)=(B® A,go f) ou
gof=(XLyaLh (zp)a om gBea)

.. Lidentité pour laloi ® est donnée, pour X € |E|, par

Idxy = (I, X Z5% X1

.. Le reste de la description de uc(IE) est essentiellement comme celle de
pe(C) et ut(E).

. Au paragraphe suivant nous donnons un exemple général de catégories
V-cotensorisée (et méme V-précotensorisée).

.. Dans [4] une autre classe d’exemples de catégories mutantes est donnée.

e En plus des catégories enrichies dans V, les catégories V-tensorisées
(resp. V-prétensorisées) et les catégories V-cotensorisées (resp. V-précoten-
sorisées) forment des 2-catégories qui sont notées V-T'ens (resp. V-Pretens)
et V-Cotens (resp. V-Precot).

Pour la description détaillée de ces 2-catégories nous renvoyons a [4]. La 2-
catégorie des catégories enrichies dans V est notée, comme souvent, V-C'at.
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Il y a trois 2-foncteurs canoniques pe : V-Cat — Catu(V),
ut = V-Pretens — Catu(V), pc : V-Precot — Catp(V) qui sont 2-
pleinement fideles.

La composition stricte dans une catégorie mutante
Fixons ici une catégorie mutante M sur V.

- Etant donné un couple de fleches composables dans M : X Ly 4z ,

. SiU(g) =TetU(f)= A, onposegf=(u,")(g® f) (o l®A 2 A
est la fleche unité a gauche) dans la fibration discrete M (X, Z) Uz y,
.SIU(g) = AetU(f) = I,onpose gf = (u;" ) (9@ f) (o0 A *% A

est la fleche unité a droite) dans la fibration discrete M (X, Z) Uxzy vy,

Dans les deux cas, g f est appelé le composé strict de g par f.
- La composition stricte a les propriétés suivantes :

.. Pour X 25 Y dans M, fldxy = f=1dyf.

LPour X LY % 7™ T dans M,ona (hg)f = h(gf) lorsque deux des
trois fleches sont au moins d’image [ par U.

.. Dans le cas ou seule une des fleches est au moins d’image / par U on a :
w(h@g)f =h®(g9f) (quand U(f) = 1),

v (hg)® f=h®(gf) (qQuand U(g) = D),

v (hg) ® f=h(g® f) (quand U(h) = I).

Définition 1.5. On appelle catégorie sous-jacente a M (et on la note M la
catégorie dont:

- Les objets sont ceux de M,

- Les fleches sont celles de M s’envoyant sur [ par U.

La composition dans M est la composition stricte.

On construit un 2-foncteur canonique Catu(V) 2% Cat ol

Oub(M) = M.

Les saveurs d’une catégorie mutante
M étant une catégorie mutante sur V, on construit un foncteur
Trip : VP x MP x M — Ens (ou simplement 7'r7). Il est défini
- sur un objet (A, X,Y") par
Tri(A, X,Y) = {f € [M(X,Y)|/Uxy(f) = A},
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-surune fleche (a, z,y) : (A, X,Y) — (A", X", Y’), Tri(a,x,y) est’appli-

cation composée suivante :

Tri(A, X, Y) S Tri(A, x,v) 2 mrica, X, v) S

Tri(A', X', Y")
La premiere application provient de la fibration discrete

Uxy : M(X,Y) — V. Les deux suivantes résultent de la composition
stricte dans M.

Définition 1.6. On dit que M est de saveur..

1) enrichie (ou simplement de saveur E si:

Pour tout X, Y € M|, Tri(—, X,Y) : V? — Ens est représentable,

2) tensorisée (ou simplement de saveur T) si :

Pour tout A € |[V]et X € M|, Tri(A,X,—) : M — Ens est co-
représentable,

3) cotensorisée (ou simplement de saveur C) si :

Pour tout A € |V]etY € |[M|, Tri(A,—Y) : M? — Ens est
représentable,

Proposition 1.7. 1) Si M est de saveur E, alors il existe une catégorie en-
richie M€ telle que pe(M®) ~ M.

2) Si M est de saveur T, alors il existe une catégorie prétensorisée M" telle
que pt(M?) ~ M.

3) Si M est de saveur C, alors il existe une catégorie précotensorisée M*
telle que pc(M€) ~ M.

Remarque 1.8. On se sert de cette proposition pour montrer que les trois
2-foncteurs pe, ut et pc sont 2-pleinement fideles.

Critere d’existence des catégories et foncteurs mutants

Remarque 1.9. Ce qui suit n’est pas un rappel mais, les propositions qui y
figurent ne présentant pas de difficulté particulieres, leur démonstrations ont
été omises (elles utilisent principalement la structure de fibration discrete
qui, remarquons le, est essentiellement graphique).
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Pour construire les 2-foncteurs pe, ut et pc il est utile d’utiliser les propo-
sitions suivantes destinées a nous faciliter la tache.

Proposition 1.10. V étant fixé, considérons les données suivantes :

1) Un 2-magma M,

2) un morphisme strict de 2-magma U : M — V (ou V désigne le 2-magma
sous-jacent 2 la bicatégorie V?),

3) trois familles de 2-cellules de M :

ASSgyz
(z®Y)®2 —= 20 (y® 2))@yecom
Uga
(z @ Idx Yz, T)eert > (Idxr @ =5 T)pepy
ot F1 est ’ensemble des flecches X = X’ de M et Comp est I’ensemble
des triplets T = Z 2 Y 5 X de fleches de M composables.

Ces trois données devant satisfaire les conditions suivantes :
(PCM1) Pour tout X, Y € (M|, Uxy : M(X,Y) — V est une fibration

discrete,

(PCMZ) U(Assxyz) = ASSyz,Uy,Uz ; U<de) = UdUz U<ng> = UgUx-
Alors il existe une unique structure de catégorie mutante M (sur V) pro-
longeant les données précédentes.

Proposition 1.11. Soient M et N deux catégories mutantes sur V. Notons
M et N les 2-graphes sous-jacents a M et V. Soit maintenant F' : M — N

un morphisme de 2-graphe tel que :
1) le triangle suivant commute :

M———N

N A

~

2) Pour tout X € M|, F(Idx) = Idpx),

3) Pour tout couple de fleches composables X Ly 9% Zde M,

F(g® f) = F(g9) ® F(f).
Alors F' est un foncteur mutant de M dans N.
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Corollaire 1.12. Soient M et N deux catégories mutantes sur V. Alors
M = N ssi
HDM=N

2) (ML vty = (W L vy
3) Pour tout X € |[M|, Id}! = Id% (ot Id}! est I’identité de X pour M)

4) Pour tout couple de fleches composables X Ly % Zde M,
g® f=g % f (ou g ® f estlacomposition des fleches dans M).
M M

Proposition 1.13. Soit F' : M — A un foncteur mutant. Alors F' est un
isomorphisme ssi :

1) |F|: IM] — |N]| est bijectif,

2) Pour tout X, X" € |M|, |Fxx/| : IM(X,X")] = [N(FX,FX')], est
bijectif.

Proposition 1.14. Soitt : F' — G : M — N une transformation naturelle
mutante. Si pour tout X € |[M|, la fleche F(X) LaNye! (X) est inversible
dans A alors t est inversible.

2. Un exemple de catégorie cotensorisée

e [’article [3] manque d’exemple authentique de catégorie cotensorisée.
C’est a dire que leur catégorie mutante associée ne provienne pas de V-Cat
ou de V-Pretens. Nous allons maintenant combler cette lacune en pro-
posant un exemple authentique de catégorie cotensorisée. Il nous sera utile
dans la suite.

e Commenons par fixer une catégorie C et une catégorie V-prétensorisée [E.
On va maintenant munir la catégorie E = [E°?, C] d’une structure de catégo-
rie V-précotensorisée.

-Pour A € |V|, F ¢ |E| alors F'4 est le foncteur F'(A A —) : E®? — C.

- Pour une fleche A’ % AdeV, F* : FA — F# est la transformation
naturelle Fl(a A —) : F(AN =) — F(A' A —).

- Pour une flecche F 5 F'de E et A € |V|,on a la transformation naturelle
(FA L By = (F(AA =) 25 AN ).

On regroupe tous ces cas particuliers dans le cas général suivant. Pour une
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fleche (t,a) : (F,A) — (F',A)de ExV®  t¢: FA & " estla
transformation naturelle composée suivante :

(FA FA’ t4 F/A’) (FA F/A F/A’)

On construit ainsi un foncteur Exp : E x Vo — E.
- On construit ensuite :
.. Pour chaque F' € |E|, I'isomorphisme F' Z F' en posant, pour chaque

X € [Bl. (or)x = (F(X) =% F(IA X)),
.. Pour tout F' € |E| et A, B € |V], la fleche (F4)5

en posant, pour tout X € |E|,

(ampan)x = (F(AA (BA X)) 29425, b4 @ BY A X))

La naturalit¢ de o et de am résulte de celle de s et de am. Enfin les
axiomes de cohérence souhaités proviennent de ceux de E, ce qui acheve
d’établir que E, muni de Exp, o et am aune structure de catégorie précoten-
sorisée sur V. Remarquons que si [E est tensorisée alors |E est cotensorisée.
Avant de poursuivre, signalons la proposition suivante qui sera utile dans la
section 7.

aMmFp A B
—_—

FA®B de E,

Proposition 2.1. [ étant une catégorie prétensorisée sur une catégorie monoi-
dale V, soit F' < G une fléche de E. Notons = (1, ¢) ot

t=(F 5 G @), laflizche de uc(E) correspondante. Soit maintenant
F'L FetG % G deux fleches de pc(E). On écrit f = (A, f) ou
fF' — F'estdans E et ¢ = (B,g) ou g : G — G est dans
[E. Alors on a les composmons strlctes suivantes :

1) gt = (B,g.t)cad. F LHad g
2)if = (At f)cad F' 5 pr 2 ga
Preuve:1)Ona g®t = (B® I,got) ou got estlafleche composée

I
. = 9 1
suivante dans B : F 5 G & GT = (G'B) 2% @/BSI. Pour établir
I’1identité demandée, il suffit de vérifier que le triangle suivant commute:
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GIB®I

2) On procede comme au (1).

Un plongement de Yoneda vu comme foncteur mutant.
En particulier la catégorie E = [E°?,Ens] a canoniquement une structure
de cotensorisée. On va voir maintenant que le plongement de Yoneda (clas-
sique) y : E — K se prolonge en un foncteur mutant (noté py), ut(E) —
pic(IE). On le construit comme suit :

- Sur les objets, on a (|t (E)| X |uc(®]) = (JE| 25 |&)).

- Sur une fleche (A, f) : X — X' dans ut(E) (alors f : AN X — X' est
une fleche de E) on a puy(A, f) = (A, y(f)) ou y(f) : y(X) — y(X)*
est la fleche de E qui, appliquée en Z € |E|, est I'application E(Z, X) —

E(ANZ X") envoyant la flecche Z = X de E, sur le composé suivant :
IdAx

(A/\Z—>A/\X—>X)
- Sur une 2- cellulea (A f) = (A f): X = X,

(y(A, 1) 25 iy (A ) = (A, () S (A1)

C’est une 2-cellule de /w(]E) car le triangle suivant commute dans [ :

y(X)
N
7 y(X

y(X)*
.. 1y est un foncteur mutant car,
.. Sur un objet X € |ut(E)|, ona py(Idx) = Id,,x). Eneffet, Idx =
(I,s) (o I A X 3 X est la fleche canonique) et Id,yxy = (I,0) (ol
y(X) S y(X) esttel que 07 = y(X)(I A Z > Z)). Mais
y(I N X % X) =0 etdonc Id,,x) = (I,0) = py(I,s) = py(Idx).
.. Pour un couple de fleches composables de pt(E) :
Xy L v, B, montrons que (A1, 1) @ (Ao, fo) =
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py(Ax, f1) @ py(Ag, fo). Onadéja (Ag, f1) @ (Ao, fo) = (A1 @ Ay, fi0 fo)
ou fio fo: (A ® Ag) A Xo — X, est la fleche composée suivante :

(A @ Ag) A Xo 2™ Ap A (Ag A Xo) “205% 4,8 X, 25 X,

Alors py((Ax, f1)@(Ao, fo)) = ny(A1® Ao, fio fo) = (A1® Ao, y(f10fo))
o y(f1 o fo) = y(Xo) — y(X3)M1¥4 est défini en Z € |E| comme étant

1’application qui & Z *% X, dans EE associe le composé (C) suivant :
IdAxq

(A1®A0)/\Z — <A1®AQ)/\X0 62; Al/\(Ao/\Xo) Icgfo Al /\X1 g X2
D’un autre coté py(Ay, fi) @ py(Ao, fo) = (A, y(f1) @ (Ao, y(fo)) =

(Ay ® Ao, y(f1) o y(fo)) ot y(f1) o y(fo) : y(Xo) — y(Xy)M®% est la
fleche composée suivante :

y(f) y(f )Id am
y(Xo) = y(X))A = (y(Xy)A1)A0 2 y(X,) M@0

Appliquée 3 Z € |E|, c’est I’application qui a Z =% X, dans E associe le
composé (C”) suivant :

IdA(IdAg) IdAfo
Sy

(A1®AQ)/\Zﬂ>A1/\(A0/\Z) Al/\(Ao/\Xo)—>A1/\X1f-1>X2

Or, on voit facilement que les composés (C') et (C”) coincident. D’ou
I'identité voulue. Finalement, en appliquant le critere de la proposition 1.11
on en déduit que py : pt(E) — pc(E) est un foncteur mutant.

e Avant d’aborder la proposition suivante donnons une définition que
nous utiliserons a plusieurs reprises dans le courant de cet article.

Définition 2.2. Soit ® : M — N un foncteur mutant. On dit qu’il est
pleinement fidéle si, pour tout X, Y € | M|, le foncteur ¢y : M(X,Y) —
N(®(X),P(Y)) est un isomorphisme de catégories.

~

Proposition 2.3. Le foncteur mutant py : pt(E) — uc(E) est pleinement
fidele.

Preuve : Notons déja € = put(E) et & = pc(E). Soient maintenant
X, X" € |€] = |E|. Montrons que le foncteur pyxx: : (X, X') —
E(py(X), py(X')) est un isomorphisme. Soit (A, ?) dans

1€ (py(X), py(X))| = [E(y(X), y(X"))]. Alors ¢ : y(X) = y(X')* est une
fleche de E. Désignons par f I’image de [dx par

E(X, X) I E(A A X, X') et posons f = (A, f). Alors X Iy X' est une
fleche de £. Montrons que py(f) = (A, t). Appliqué en Z € |E|,
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E(Z X)) — ( )z E(ANZ, X")est]’ appllcatlon quia Z 5 X, dans IE, associe

le composé A N\ Z L AN X —> X'. En particulier, pour z = Idy on a

y(f)x(Idx) = f = tx(Idx). Mais, par le Lemme de Yoneda (classique)
on sait que I"application E(y(X), y(X)4) — y(X)AX),t — tx(Idy)
est bijective. Donc y(f) = t et donc puy(f) = (A,t). L'unicité de f est
immédiate. -
- Soit maintenant f, f’ = IE(X, X )] eta: uy(f) — py(f') une 2-cellule
de £. Montrons que f % f’ est une 2-cellule de £. Ecrivons f = (A, f)et
f'= (A, ). Dire que py(f) = py(f’) est une 2-cellule de £ signifie que
le triangle suivant commute :

Appliquéen X a Idx € E(X, X ) on obtient les identitées suivantes :

i = g(i)x(fdx) = ]E(a/\]dx, Id)@)%(i%)([dx) = E(a/\]dx, [dX/)(i,> =
f.a AN Idx ce qui prouve que f 2y f' est une fleche de £(X, X’). Cela
acheve de montrer que py est pleinement fidele.

y(X

3. Changement de base

e Soit & = (P,0,s0r) : V — W un foncteur comonoidal (encore appelé
op-monoidal, colax monoidal ou oplax monoidal) ou o : (1) — [ et sor =
(sorap: ®(A®B) — ®(A)@P(B))(4.5)c/v2- A chaque catégorie mutante
N sur W on va lui faire correspondre une nouvelle catégorie mutante notée
®*(N) sur V. Mais avant cela considérons la proposition suivante :

Proposition 3.1. On suppose que le foncteur comonoidal & admet un ad-
joint a droite W. Alors on peut completer canoniquement ¥ en un foncteur
monoidal.

Preuve : Fixons d’abord une co-unité ¢ : ®¥ — [dyw de I’adjonction
—|W. Alors e : I — WI est I'unique fleche de V telle que le triangle
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suivant commute :

On a aussi, pour A, B € |W|, la fleche VA @ ¥ B ian, V(A ® B) qui est
définie comme étant I’unique fleche de V rendant le carré suivant commu-
tatif :

‘I’(entA’B)

(VA ® UB) dU(A® B)
SOT\PA,\IlBl l€A®B
VAR PUB A® B
eARER

On vérifie facilement que (1), e, ent) (ot ent = (enta p)(a,p)ecv|2) €st un
foncteur monoidal.

Construction de d*(N).
Dans la suite de la construction, ®*(N'), pour simplifier les notations, est
simplement désigné par M. On la construit comme suit :
- [M[ = |V,
- pour X, Y € |M]|, une fleche X — Y dans M est un couple (A4, f) ou
A€ |V|et X L Y une fleche de A telle que U(f) = B(A).
- Soient (A, f), (A, f') : X — Y deux fleches de M. Une 2-cellule
(A, f) — (A’ f") est une flecche A % A’ dans V telle que ®(a)*(f') = f
(dans N'(X,Y)).

Af) (B,

.. Le composé des fleches X —> Y —— Z de M est la fleche

X MZouQOf—sorBA(g@)f) dans V(X 7).

.. Remarquons que si X € | M|, alors Id4! = (I, 0*(1dY)) (ou Id désigne
1’1dent1te de X dans N).
.. Les composés verticaux et horizontaux des 2-cellules sont dictés par leur
pendant dans V.
. Pour le reste de la construction et la preuve que M, ainsi construit, est
bien une catégorie mutante, il suffit d’appliquer le critere 1.10.
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Remarques 3.2. 1) Lorsque A’ % Aestune flecchede Vet (A, f): X =Y
une fleche de M = ®*(N), on a I'identité :

a*(A, f) = (A, ®(a)*(f))

2) (Caractérisation de la composition stricte dans M). Dans la situation

suivante dans M : X % Y @) Z,

. SiB=1alors (I,g9)(A, f) = (A, g X f),ou
g% f=(sorra.®(uy) ") (g ® f)
.SiA=1, alors (B,g)(I,f)=(B,gx f)ou
g f=(sorpr.®(ug)")*(g® f).

Proposition 3.3. En notant provisoirement M = ®*(N), on a les implica-
tions suivantes :

1) On suppose que &1 % I est inversible, alors :

Si N\ est de saveur T (resp. de saveur C) alors M ’est aussi.

2) On suppose que ¢ : V — W admet un adjoint a droite W, alors :

Si \V est de saveur E il en est de méme de M.

Preuve : 1) A) Le cas de saveur T. Pour chaque B € |[W|et X € |N|
on choisit une représentation de Triw(B, X,—) : NN — Ens. on I’écrit
(B A X,valp x). Soit maintenant A € |V| et X € |M|. On montre
que (P(A) A X, (A,valpa x)) est une représentation de Triy(A, X, —) :
M — Ens. Pour la propriété universelle, on se donne Y € |[M| = |N]|
et (A, f) € Triv(A, X,Y). Comme f € Triw(®A, X,Y), on utilise la
propriété universelle de la représentation de Triw(P A, X, —). 1l existe donc
une unique fleche f : PAA X — Y dans A telle que fvalqu = f(la
composition est stricte). On pose ensuite f = o*(f) (dans N (PA A X, Y)).
On vérifie alors que (I, f)(A, valga x) = (A, f X valpa x) = (A, f).

(1) Voir la remarque précédente, 3

(2) car f x valpax = ((0 ® Id).sor.®(uy) " )*(f ® valpa,x) =

(uy, ") (f ®valea x) = fvaleax = f.

Pour I’unicité de (1, f) on procéde de fagon similaire (en utilisant I’ inversibilité
de o).

B)Le cas de saveur C se traite de facon trés semblable au (A).

2) Le cas de saveur E. Fixons d’abord la co-unité ¢ : &V — Idw de
I’adjonction ® —|W. Pour chaque X, Y € |N|, on choisit une représentation
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de Triw(—, X,Y) : W? — Ens. On I'écrit (N(X,Y),evxy). 1l faut
maintenant montrer que le préfaisceau Triy(—, X,Y) : V? — Ens est
représentable. Pour cela, montrons que (UN(X,Y), (UN(X,Y),e*evxy))
est une représentation de T'riy(—, X,Y) (ol € = ey(xy) : PUN(X,Y) —
N(X,Y))). Soitdonc A € |V|et (A, f) € Triv(A, X,Y) . Comme f €
Triw(®A, X,Y), par la propriété universelle de (N(X,Y'), evx y) , il existe
une unique fleche f : ®A — N(X,Y), dans W, telle que f*(evxy) = f,
dans NV(X,Y). Par I’adjonction ® — |, il existe ensuite une unique fleche
f:A— UN(X,Y) dans V telle que le triangle suivant commute :

DA i PUN(X,Y)

N(X,Y)

Alors, dans M(XY), f*(UN(X,Y),c*evxy)) = (A, ®(f)*e*evyy) (voir
la remarque 3.2). Mais ©(f)*c*evxy) = (¢.@(f))" (evxy) = f*(evxy) =
f . Ainsi f*(UN(X,Y),e*evxy) = (A, f). L'unicité de f pour cette pro-

priété vient de celle de sa définition et de 1’unicité de f.

Remarque 3.4. e Dans [1], a partir d’un foncteur monoidal ¥ = (U, e, ent)
de W dans V, on transporte les catégories enrichies de W dans V (le terme
de “changement de base” est alors employé). Plus précisément, si C est
enrichi dans W, on construit une catégorie enrichie C’' dans V. Elle a les
mémes objets que C. Pour X|Y € |C'|,C'(X,Y) = VC(X,Y). On
a aussi (/ “x, C(X,X)) = (I S I 2% WC(X, X)) et encore
(C(Y,Z2) @ C/(X,Y) < C'(X, Z)) =

(TC(Y, Z) ® UC(X,Y) <5 U(C(Y, Z) ® C(X,Y)) =25 9C(X, Z)).
Notons ¥, (C) = C'.

e Si on reprend la partie (2) de la proposition précédente, en notant N la
catégorie enrichie dans W obtenue a partir des représentations
(N(X,Y),evyy) et M la catégorie enrichie dans V obtenue a partir des
représentations (VN(X,Y), (UN(X,Y), e*evxy)) (voir [4]), on constate que
U, (N) = M (I suffit de vérifier que (id'y)*(M(X, X),c*evx x) =
(I,s*(Idx))) et,pour X,Y, Z € M|, compsy,(M(X, Z),e*evx z) =
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(M(Y, Z), e evy z)@(M(X,Y),c*evx,y) ou idy etcomp’yy , proviennent
de U, (N)).

La catégorie mutante opposée
e [a catégorie mutante opposée est un exemple de changement de base le
long d’un foncteur comonoidal. Ce foncteur comonoidal est donné par la
proposition suivante :

Proposition 3.5. Soit V une catégorie monoidale symétrique. Alors il existe
canoniquement un foncteur comonoidal ® : V. — V* ou V* est la catégorie
monoidale duale de V (voir [3] - Elle a la méme catégorie sous-jacente et
AR*B=B® Aetc...)

Preuve : - Le foncteur sous-jacent a ¢ est I’identité dans V.
-0 = [d[
AP A®* B) = (A® B8 B A)

e V étant supposée €tre une catégorie monoidale symétrique, a toute
catégorie mutante M sur V on associe la catégorie mutante (dite opposée),
notée M°P. On I’obtient en posant M = ®*(M™*) (attention ! Il y a un
risque de confusion avec les étoiles), ou M* est la catégorie mutante duale
de M sur V* (voir [3] pour V* et [4] pour M*) et  : V — V* a été défini
plus haut. Concretement :

- ’Mop‘ = |M’7

-Pour X,Y € IMP|, MP(X,Y)=M(Y,X)et Ui = Uyyx,

~Pour X L Vv % Z dans M on a g %P f = sym*(f ® g) (ot
sym : U(g) @ U(f) = U(f) @ U(g)).

Proposition 3.6. : Soit M une catégorie enrichie dans V. Alors :
e(M) = pie(M)

Preuve : Soit Z % Y %5 X des fleches de pe(M). On pose f = (4, f)

etg = (B,g) o A LM M(Y, X) et B 4 M(Z,Y). Leur composé dans
,ue(MOp) est (B® A, h) oun h est la flecche composée

sym comp

BoA L5 M(Z,v)aM(Y, X) 227 M(Y, X)@M(Z,Y) <% M(Z, X).
Leur composé dans pe(M )Op est (B® A, k) ou k est la fleche composée
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B® A A B L4 MY, X) 0 M(Z,Y) <™ M(Z, X).
Or h = k. D’ou I'identité des deux compositions. Le reste de la preuve est
sans difficulté.

4. La catégorie mutante V-y (M, N)

Convention: A partir de cette section, on se fixe une catégorie monoidale
symétrique V.

Construction de V-, (M, N') (ou M et N sont des catégories mutantes sur
V):

La catégorie mutante V-1 (M, N) est définie comme suit :

- V- (M, N)| = |Catp(V) (M, N)| (voir la sectionl).

-Si F.G € |V-u(M,N)|, une fleche I — G est un couple (A4, f) ou
Ael|V|etf=(FX Ix, G X) xejm une famille de fleches de N, vérifiant
les conditions suivantes :

(TNV 1) Pour tout X € |M|,U(fx) = A,

(TNV 2) Pour toute flecche X = X’ de M, sym*(Gz ® fx) = fx' ® Fx, ol
sym: A® U(z) — U(z) ® A (ou encore, il existe une fleche fx: @ Fr <
Gr ® fx dans N (FX,GX') telle que U () = sym).

- (A, f), (A", f) : F — G étant deux fleches paralleles dans V-u (M, N),
une 2-cellule (A, f) — (A, f') est une flecche A = A’ dans V telle que
VX € |M], a*(f§) = fx.

.. La composition des fleches de V-u(M, N) est donnée, pour

WD~ (B H par (B,g)® (A, f) = (B® A,go f)ougo festla

famille (F' X IXOIX, [ x ) xe|m| (pour la justifier on utilise I’axiome hexag-
onal de la symétrie dans les catégories monoidales symétriques).

. SiF e [V-u(M,N)|,alors Idp = (I,1dy) ot Idp = (Idpx)xejm (un
autre axiome des catégories monoidales symétrique est utile ici).

.. Pour la composition verticale des 2-cellules

(Ao, fo) 2% (A1, f1) 2 (As, fo) dans V-p (M, N)(F, G) il suffit de remar-
quer que ay.ag : (Ao, fo) — (Aa, fo) est une fleche de V-u(M, N)(F, G)

.. Pour la composition horizontale des 2-cellules ag : (Ag, fo) — (Ap, f)) :
Fy — Fyavec ay : (Ay, f1) — (A, f1) : F1 — F5, on montre que

(A, f1) @ (Ao, fo) =% (A7, f{) @ (4, fj) est une fiche de

V-p(M, N)(Fy, F») (immédiat).
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. Pour (A, f) : F — G, alors Id(s s = ((A, f) 225 (A, f)).

.. La construction du morphisme d’oubli U : V-u(M,N) — V et le fait
qu’il commute avec les compositions et les identités précédentes est tout
aussi immédiat.

.. Pour F,G € V-pu(M,N), le fait que Urg : V-u(M,N) — V soit une
fibration discrete se montre sans difficulté particuliere.

- F 2 G gtant une fldche de V-pu(M, N') on vérifie que

(A, /)@ Idp “5 (A, f) et Idg® (A, f) % (A, f)

sont des 2-cellules de V- (M, N) ( cela provient de la structure bicatégorique
de N préservée par U)

(Ao, fo) (A1, /1) (A2, f2)

.. De méme, dans la situation suivante F F I > Iy,

on vérifie que

ass : ((A2, f2) ® (A1, f1)) ® (Ao, fo) = (A2, f2) @ ((A1, f1) @ (Ao, fo))
est une 2-cellule de V-,u(./\/l,./\/ ) (cela résulte, la encore, de la structure de
bicatégorie de N préservée par U).

.. Pour achever de prouver que V- (M, N') est une catégorie mutante sur V
il suffit d’appliquer le critere 1.10.

e e lemme suivant est utile pour les compositions strictes dans

V-u(M, N).

Lemme 4.1. Soient F, F, G, H quatre objets de V-1 (M, N) et trois fleches

composables :

(LD, - (Ag), , (Lh),

E F s G H

On a les compositions strictes suivantes :

D (A 9), f)=(Agf) ou gf = (9xfx: EX = GX)xem-

Preuve : Sans difficulté.
Proposition 4.2. On a I’isomorphisme V— (M, N) =~ Catu(V)(M,N).

Preuve : L’isomorphisme v : Catp(V)(M,N) — V—pu(M,N) est

défini sur les objets par |y| = Id et sur les fleches, pour F L G on pose
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v(t) = (I,t). On vérifie facilement que y est un foncteur puis que c’est un
isomorphisme.

e Donnons nous maintenant deux foncteurs mutants :
;@ P 1
M S M et NN
Grace a eux, on construit de nouveaux foncteurs mutants :
— (M N) D AN et Ve p(MN) EIE , A)

On les obtient comme suit :

Pour V-4(¢, Id) (Ecrivons le ® pour simplifier).
- Pour F € [V-u(M,N)|, ®(F) = F.¢ (composition des foncteurs mu-
tants. Voir [4].)

_Sur une fleche 7 27 Gona ®(A, f) = (A, f.6) oi
fo=(Fo(X') — fd)x Go(X ))X’€|M/‘ On vérifie facilement que

F.¢ —/—= W, ¢ est une ﬂeche de V-pu(M',N).

- Sur une 2-cellule (A, f) = (A, f): F — G de V-pu(M’,N), on vérifie
facilement que a : ®(A, f) — ®(A’, f’) est une 2-cellule de V-p (M’ N).
Pour achever de prouver que & = V-p(¢, Id) est un foncteur mutant il suffit
d’appliquer le critere 1.11.

Pour V-;(1d, ) (Ecrivons le ¥ pour simplifier).
- Pour F € [V-u(M,N)|, U(F) = v.F (composition des foncteurs mu-
tants)

_ Sur une fleche F 7, G,ona V(A f)=(A¢.f) ot
P(fx
U.f = ((FX) 255 9(GX)) xem.
- Sur une 2-cellule (A, f) % (A", f) : F — G de V-u(M,N), on vérifie
facilement que a : W(A, f) — W(A’, f’) est une 2-cellule de V-u(M, N).

On applique enfin le critére ?? pour achever de prouver que ¥ = V-p(Id, )
est un foncteur mutant.

e La proposition suivante nous sera utile a la section 9.
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Proposition 4.3. Lorsque ¥ : N — N’ est pleinement fidele (voir la
définition 2.2) il en va de méme pour

V-,U(Id,ﬁ)) : V“M(M’N> — V-M(M,N/)

Preuve : Se montre sans difficulté .

5. La catégorie mutante V-¢(M, N)

e M et N étant des catégories enrichies dans V on cherche a décrire plus sim-
plement la catégorie mutante V- (ue(M), pe(N)). Notre but est d’arriver a
retrouver la catégorie enrichie V[M, N] (voir [1] prop. 6.3.1) lorsque V a
suffisamment de propriétés pour y parvenir.

e Construction de V-e(M, N) :
La catégorie mutante V-e(M, N) est définie comme suit :
- |[V-e(M,N)| = |V-Cat(M, N)|
- Pour F,G € |V-¢(M,N)|, une fleche F' — G est un couple (A, f) ou
Ae|Vjetf = (A Ix, N(FX,GX))xem une famille de fleches de V
vérifiant la condition suivante :
(TNVE) Pour tout (X, X’) € |M]|? le carré suivant commute dans V :

A®M(X, X)X N(FX,GX) @ M(X, X')

fX’®Idl lUXX/
N(FX',GX') ® M(X, X") N(FX,GX')

UXX/
ol uxy: et vxxs sont les fleches composées suivantes :

Id®Fy 51 comp
_—

uxx = [N(FX',GX") @ M(X, X") N(FX',GX"Y®@N(FX,FX') —= N(FX,GX")]

et vxxr =
N(FX, GX)®M(X, X') 5 M(X, X )eN(FX,GX) % N(GX, X )oN(FX, GX) % N(FX,GX")
ou s = sym, ¢ =comp, G =Gxx

- (A, f), (A, f") : F — G étant deux fleches dans V-¢(M, N), une 2-cellule
(A, f) — (A’ f') est une flecche A % A’ dans V telle que, pour tout
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X € |M] le triangle suivant commute :

A “ A

N(FX,GX)

.. La composition des fleches de V-¢(M], N) est donnée, pour

F 20 6 20 1 par (B,g) @ (A, f) = (B A,go f) o

gof= (QX © fX)Xe\M| avec

gxofx = (B®A 2205 N(GX, HX)®N(FX, GX) <™ N(FX, HX))
(voir la composition dans pe(N)).

. Si F € |V-¢(M,N)|,alors [dr = (I,Id;) ou

Idy = (I 225 N(FX, FX)) xepa.

. Pour le reste de la construction de V-e(M, N) on procede comme pour
celle de V-pu (M, N).

Proposition 5.1. Ona V-e(M,N) ~ V-pu(ue(M), ne(N)).

Preuve : L'isomorphisme ¢ : V-e(M,N) — V-u(ue(M), ue(N)) se con-
struit comme suit :
- Sur un objet F' € |V-¢(M,N)|, ¢(F) = pe(F) (voir la définition de je a
la sectionl).
- sur une flache F 20, G, (A, f) = (A, f) olupour X € |M],
fx = (A, fx) : FX — GX dans pe(N). (Pour montrer que £(4, f) :
e(F) — (@) est une fleche de V-pu(ue(M), pe(N)) il faut montrer que pour
tout X = X’ dans pe(M) ona:
sym* (ue(G)(z) ® fx) = fx ® (pe(F)(z) (od A® U(z) 25 U(x) @ A).
Ecrivons déja = = (B, z) ot B = M(X, X’) est une fleche de V. Alors
pe(G)(z) @ fx = (B@ A, cq) et fx @ pe(F)(z) = (A® B,c,) ol cget
cq sont définis par :

ca = [BoA XD NGX, GX)ON(FX, GX) ™% N(FX, GX")]
¢, = [AoB XD (g GXRN(FX, FX') <% N(FX, GX')]

Or sym*(B ® A,cy) = (A ® B,cg.sym). 1l reste donc a montrer que
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cq.sym = cq. Mais cela résulte des identités suivantes :

Cq.Sym = UXX’~<fX X Id)(IdA ®£) = UXX’-(fX’ (%9 Id)(]d@g) = Cy.

- Sur une 2-cellule (A, f) = (A’, f'), il faut simplement vérifier que a :
e(A, f) — (A, f") est une 2-cellule de V-u(pe(M), pe(N)) ce qui est
immédiat.

.. Le reste de la preuve que € est un foncteur mutant est sans difficulté.

.. Montrons que ¢ est un isomorphisme. Sur les objets on utilise le fait que
pe : V-Cat — Catpu(V) est pleinement fidele.

Sur les fleches : Soit (A, f) : e(F) — (@) dans V-p(ue(M), ue(N)). On

pose f = (A i—x> N(FX, GX))xepa ou fx = (A, f ) (fleche de pe(N)) .
On montre ensuite que (A, f) est dans |V-e(M, N)(F, G)|. Pour cela, soit
(X,X’) € |MJ? 1l faut montrer que le carré (C) (dans 1’expression de
’axiome (TNVE)) commute. On consideére la fleche X 5 X’ de pe(M)
définie par x = (M(X, X"), Idw(x,x)). Par hypothése on a

sym*(Gx® fx) = fx ® Fx. En explicitant cette identité on obtient la com-
mutation du carré (C) ce qui répond a la question. On a (A, ) = (4, f).
I"unicité de (A, f) est immédiate. ¢ est donc bijectif sur les fleches. On
n’a plus qu’a appliquer le critére 1.13 pour achever de prouver que ¢ est un
isomorphisme.

Proposition 5.2. Sous les hypotheses suivantes :
-V est fermée (en plus d’étre symétrique),

-V est complete,

- | M est petit,

Alors V-¢(M, N) est de saveur E.

Preuve : Fixons F, G € |V-¢(M], N)|. On va montrer que Tri(—, F,G) :
Vo — Ens est représentable. V étant fermée, pour chaque A € |V/|, notons
V¢(A, —) un adjoint a droite de (—) ® A et Ev? : V¢(A,—) @ A — (—)
une co-unité de cette adjonction. Notons encore V¢ la catégorie enrichie
sur V obtenue grace a ces choix. Notons encore pour (A;);c;, une petite

famille d’objets de V, []A; i, A, les projections “canoniques”. A partir
iel

des fleches ux x+ et vx xs données pendant la construction de V-¢(M, N) (ot

X, X' € [M]) on construit de nouvelles fleches

uxx  N(FX',GX') = Ve(M(X, X'),N(FX,GX")) et

Oxx  N(FX,GX) — Ve (M(X, X'),N(FX,GX"))
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telles que EU.(@XX/ 0% [d) = uxx et Ev. <1~JXX/ & [d) = vxxs. Puis des
flcches u,v 1 [] N(FX,GX) —» [I VeM(X,X'),NFX,GX"))
XeM| (X,X")e|M]?
telles que VX, X' e |IMI|2 Px,xnHu = ’I,LXX/.pX/ et P(x,x)V = {)XX’-pX-
Enfin notons [F, G] & [] N(FX,GX) I'égalisateur de (u,v). D’un autre
Xe|M|
coté, pour chaque X € |M|, notons 7y le composé suivant

[F.G] 5 [[ N(FX,GX) 25 N(FX,GX)

Xe|M|

evpe lafamille ([F, G] =5 N(FX, GX))xemy eteveg = ([F, G), evpe).-
Constatons déja que evpg € Tri([F,G], F,G) et montrons que le couple
([F, G], evpg) est une représentation de Tri(—, F,G). Soit (A, f) : F — G
une fleche de V-e(M, N) (c.a.d. (A, f) € Tri(A, F,G)). Posons
h:A— ][] N(FX,GX)I'unique fleche telle que VX € M|, px.h = fx.

XeM|

On vérifie que h égalise (u,v). Soit alors k : A — [F,G] I'unique fleche
telle que i.k = h. Elle vérifie k*(evpg) = (A, f). Elle est méme unique pour
cette propriété. Cela achéve de prouver que 7ri(—, F, ) est représentable.
D’ou la conclusion voulue.

Remarque 5.3. La catégorie enrichie (dans V) canonique associée au choix
de représentation donné dans la proposition précédente est notée V[M, NJ.
C’est la notation donnée dans [1], prop.6.3.1, pour cette méme catégorie
enrichie.

Proposition 5.4. On a V[M, N] ~ V-Cat(M, N).
Preuve : Cet isomorphisme est le composé des isomorphismes suivants :

VIM,N] ~ V—e(M,N) ~ V—Cat(M,N)

6. Le plongement de Yoneda mutant.

e Rappelons que V est supposée symétrique.

e On se donne maintenant une catégorie mutante M sur V telle que :

VA € |[V|,VX,Y € |M|,Tri(A, X,Y) € |Ens|. On va construire un fonc-
teur mutant M 2% V- (M, V) ot M a été défini a la section 3 et
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~

oy = ,uc(V), V étant un cas particulier de la catégorie cotensorisée K
définie a la section 2.

- Pour cela, on part du foncteur 777 : Vo’ x M? x M — Ens. Grace a
fermeture de CAT, on obtient un nouveau foncteur hom : M? x M — \Y
(V étant la catégorie des préfaisceaux sur V).

- Soit maintenant X € |M]. On construit un foncteur mutant yon(X) :
MP =V,

.. Surun objet Y € |[MP| = M|, yon(X)(Y) = hom(Y, X).

.. Sur une fleche Y %5 Z de M (alors f : Z — Y est une fleche de
M).(on pose A = U(f)) considérons la fleche h(f, X) : hom(Y,X) —
hom(Z, X )" (pour cette derniére notation voir la section 2) dans V définie
en B € |V|par h(f, X)p(g) = f @ g (onabien U(f @ g) = A® Bet
donc f®?Pg € Tri(A® B, Z, X) = hom(Z, X)*(B)). On peut alors poser
yon(X)(f) = (A, h(f, X)) : yon(X)(Y) = yon(X)(2).

.. Surune 2-cellule o : f — f":Y — Z de M (alors o : f — f':
Z — Y dans M) (notons (A 5 A') = U(f = f')). On vérifie que
a: (A h(f, X)) = (A h(f, X)) est une fleche de V, ce qui résulte de la
commutation du triangle suivant dans '

hom(Y, X)

W h(f,X)

hom(Z, X )~ hom(Z, X )4

Id®

On peut alors poser yon (X )(a) = (yon(X)(f) = yon(X)(f")).

.. Montrons qu’on obtient ainsi un foncteur mutant M — V.

- Pour tout Y € |[M?|, yon(X)(Idy) = Idyonx)y) (En effet
yon(X)(Idy) = (I, h(Idy, X)) et Idyex)v) = (I,0) ol, pour B € |V,
et g € Tri(B,Y,X), op(g) = uy(g) = h(Idy, X)p(g) d’ou I'identité
voulue).

- Pour un couple de fleches composables Y 9% 7 % T dans M, on a
yon(X) (k@ g) = yon(X)(k)®@yon(X)(g) (En effet, si on pose B = U(g)
et C = U(k), alors yon(X)(k ®? g) = (C ® B,h(k ®? g, X)) ou
hk @ g, X) : hom(Y,X) — hom(T, X)°®B est la fleche de V définie
en D € |V| par h(k @7 g, X)p(f) = (k ® g) ®P f. D’un autre coté
yon(X)(k) @ yon(X)(g) = (C, h(k, X)) @ (B, h(g, X)) = (C® B,4) ob
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d = h(k, X) o h(g, X) est la fleche composée suivante:

B
hom(Y, X) "9:00 hom(Z,X)B M) (hom(T, X)) 28 hom(T, X)“®8B

Appliquéeen D € [V| a f € Tri(D,Y,X) donne op(f) =

ass* (kQP(gRP f)) = (kP g)Q% f = h(k®°?g, X)p(f). D’oul’égalité
voulue).

Il reste a appliquer le critere 1.11 pour conclure que yon(X) est un foncteur
mutant.

- Construisons maintenant yon sur une fleche. Soit X I Y une fleche
de M. On construit yon(f) : yon(X) — yon(Y) dans V-p(M, V).
Posons A = U(f). On pose aussi yon(f) = (A,yon(f)) ot yon(f) =
(yon(f)z) zejmer| avec ?JOn(f)Z = (A,h(Z, [))) et h(Z, [):
hom(Z,X) — hom(Z,Y)* est défini en Bsur g € Tri(B,Z,X), par
hZ, f)p(g) = f® g (comme U(f ®g) = A® B, f® g estbien dans
Tri(A®B,Z,Y) = h(Z,Y)*(B)). yon(f) estune fleche de V-;.(M, V)

car VZ € |[MP|, U(yon(f)z) = A et pour toute fleche Z 5 T de MeP,
sionpose C' = U(k),ona

sy on(¥)() @ yon()2) = yon(f)r @ yon(X) (k)
(o C® A% A® O). Eneffet yon(Y)(k) ® yon(f), =
(C,h(k,Y)) @ (A RWZ, f) =(CRA MK Y)oh(Z,f)) et

yon(f)T ® yOTL(X>(]{J) = <A7 h(Ta f)) ® (Cv h(k’ X)) =

(A® C (T, f) o h(k,X)). On aura alors I'identité (I) si le triangle (T)
suivant commute dans V :

hom(Z, X)

h(TW \b@jﬁ

hom(T,Y)A®¢ hom(T,Y)c®4

Idsym
Or h(k,Y)oh(Z, f) estle composé suivant :

WZ,f) A (kYA Cua am Con
hom(Z,X) =" hom(Z,Y)* 5" (hom(T,Y)“)* = hom(T,Y)
eth(T, f)o h(k: X) est le composé :

hom(Z, X) "B pom(T, X)° "CO hom(T, Y)A)C 28 hom(T, Y )AeC
age Tm(B Z, X ) les deux composés possibles
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on obtient (h(k,Y) o h(Z, f))p(g9) = ass*(k @ (f @ g)) ouici

ass : (CRA) @B —-C®(A®DB) et (LT, f)oh(k,X))s(g) =
ass™(f @ (k®° g)) ou cette fois ass’ : (A®C)® B - A® (C ® B).
Ainsi, pour montrer la commutation du triangle (T) il nous suffit de montrer
I’1identité suivante pour tout g :

(sym @ Id)*ass™(f @ (k@7 g)) = ass*(k @7 (f ® g))

ou encore, en utilisant la définition de ®°P, on est ramené a 1’identité :
FXfe(g®@k) = Fi(f®(g®k) o F,et Fy sont les composés
suivants : /

(C®A)®B 2% (A00)®B %% A (C®B) 129 Ax(Be())
(CRA) B CA2B) X5 (A9B)@C L5 A® (Be(O)).
Mais I, = Fy (par définition d’une symétrie dans une catégorie monoidale
symétrique). D’ou I'identité (I) annoncée.

- Pour construire yon sur une 2-cellule, par exemple o : f — f': X — Y,
(on pose (A = A") = U(f = f')) il nous faut montrer que a : yon(f) —
yon(f') est une 2-cellule de V-u(M®, V), c’est-a-dire que, pour tout Z
dans |[M°P|, a*(yon(f")z) = yon(f)z, ou encore, que le triangle suivant

A~

commute dans V :

hom(Z, X)
h(Z,f") h(Z.f)

hom(Z,Y)* hom(Z,Y )4

Id*

ce que I’on vérifie facilement. On pose alors yon(a) = (yon(f) = yon(f")).

- Pour finir de montrer que M *Z% V-;(M V) est un foncteur mutant il
nous reste a montrer essentiellement les identités suivantes :

1) Pour tout X' € [M|, yon(Idx) = Idyon(x)-.

2) Pour tout X 5 v % 7 dans M, ona yon(g ® f) = yon(g) ® yon(f).
(1) On a Idyonx)y = (I, Ldyp,(x)) OO Ldyynxy = (Idnom(z,x)) ze|m| €L OU

Idpom(z,x) est une identité dans V ce qui s’écrit Idpom(zx) = (I,0) ou
hom(Z,X) < hom(Z,X)". D’un autre c¢6té yon(Idx) = (I,yon(Idx))

ot yon(Idy) = (hom(Z, X) 2D, bom(Z, X)) ze1))- Or on vérifie

facilement que h(Z, Idx) = 0. D’ou I’identité voulu.
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(2) 1l nous suffit de vérifier que pour tout S € |[M|ona h(S,g ® f) =
h(S,g) o h(S, f) ou encore que le diagramme suivant commute :

hom(S, V)AL (hom (S, 7)5)A

hom(S, X) MS98]) hom(S, Z)Be4

ce que I’on vérifie facilement.
En utilisant le critére 1.11 on acheve de prouver que M 5% V-p(MP. V)
est un foncteur mutant.

7. Le plongement en saveur E.

e On suppose maintenant que la catégorie mutante M est de saveur E. Cela
va nous permettre de construire un foncteur mutant M 2% V-p (M V)
ouV = pt(V), V étant vue comme une catégorie tensorisée sur elle-méme.
Puis on vérifiera que le triangle suivant commute a isomorphisme pres :

M z V—pu(M, V)
V_M(Mop7 V)

( pour les définitions des foncteurs mutants py et V-u(Id, uy) voir les sec-
tions 2 et 4).

e M étant supposé de saveur E, cela signifie que pour tout X, Y dans
| M|, le préfaisceau hom(X,Y’) est représentable. Choisissons donc une
représentation (M(X,Y), evxy) de ce préfaisceau. Nous pouvons main-
tenant construire le foncteur mutant yo.

- Sur un objet X € | M|, on construit le foncteur mutant yo(X) : M? — V
en posant :

.. surunobjet Y € |M|, yo(X)(Y) = M(Y, X),

. surune fleche Y L Y7 de M (donc Y’ J5 Y est une fleche de M) apres

avoir posé B = U(f), on définit yo(X)(Y) 2O, yo(X)(Y") en posant
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yo(X)(f) = (B,yo(X)(f)) ot yo(X)(f) : B&M(Y, X) — M(Y", X) est

I'unique fleche de V définie par yo(X)(f)*(evy'x) = f @ evyx,

.surune 2-cellule f: f — f': Y — Y’ de M, sion pose (B AN B') =

U(f LN 1), on voit que b : yo(X)(f) — yo(X)(f’) est une 2-cellule de V

caryo(X)(f").(b®1d) = yo(X)(f) (eneffet (bId)* yo(X)(f')* (evy x) =

(b Id)*(f' @ evyx) = (b® Id)*sym*(evyx @ f') =

sym*(Id @ b)*(evyx ® f') = sym*(evyx ® f) = f ®° evyx). On peut

donc poser :

yo(X)(f = f) = (wo(X)(f) > yo(X)(F')).

- Pour établir que yo(X) est un foncteur mutant M° — V), on montre que :
.. Pour tout Y € |[M|,ona yo(X)(Idy) = Idysx)y) (en effet
yo(X)(Idy) = (I,yo(X)(Idy)) = (I, uy) = Ldu (0 = fdyo (x)(1))>

.. Pour tout couple de fleches composables Y Iyt Iy vy dans Mo
on a yo(X)(f' @” f) = yo(X)(f') ® yo(X)(f) (En effet, posons B =
U(f), B = U(f"). Ona yo(X)(f') @ yo(X)(f) =

(B"® B,yo(X)(f') o yo(X)(f)) o yo(X)(f') o yo(X)(f)) est la fleche
composée suivante :

ass Id@yo(X)(f X)(f'
(B'® B) @ M(Y, X) %5 B' @ (B®M(Y, X)) 200, 5oy, x) 2290, vy, x).

Donc (yo(X)(f) o yo(X)(f))*(evy=x) =

ass*(Id @ yo(X)(f)) yo(X)(f")*(evy~x) =
ass*(Id @ yo(X)(f)*(f' @7 evyix) = ass*(f' @7 (f @7 evyx)) =
(f' &% f) @ evyx = yo(X)(f' @7 f)*(evy»x). D’ou I'identité voulue).

.. Pour le reste de la preuve, essentiellement, on applique le critere 1.11.
- Sur une fleche X = X’ de M (ou A = U(x)), on construit yo(z) :
yo(X) — yo(X') en posant yo(z) = (A, yo(x)) ot yo(zr) =
(MY, X) 225 MY, X))y eaeen etob go(z)y = (A, yol), ), yo(x),
A®M(Y, X) — M(Y, X’) étant I’'unique fleche de V telle que
m;(evyxz) = x ® evyx. yo(x) estbien une fleche yo(X) — yo(X')
dans V-u(M° V) (En effet, Y I, Y7 étant une fleche quelconque de MP
(on pose B = U(f)) on veut montrer que syma g : yo(z)y @ yo(X)(f) —
yo(X")(f) ® yo(x)y est une 2-cellule de V. Mais yo(X')(f) ® yo(x)y =
(B®A,yo(X')(f)oyo(x),, ) ob yo(X')(f)oyo(x), estle composé F' suiv-
ant :
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ass Id®yo(z)Y , yo(X)(f) -
(B@ A) ® M(Y, X) “*% B® (A @ M(Y, X)) BeM(Y,x') Z=2 My, x)

et yo(x)y @ yo(X)(f) = (A @ B,yo(x),, o yo(X)(f)) ot
yo(a:)y/ o yo(X)(f) estle composé G suivant:

Id®yo(X)(f (),
(A® B) & M(Y, X) %2 A® (BeM(Y, X)) 228D 1 oMy, x) L2 My, x7)

. Il nous faut montrer que le triangle suivant commute :

(A® B) @ M(Y, X) symeld (B® A) @ M(Y, X)

T

M(Y’, X')

Or F*(evyrx/) = (ass.sym.ass)*(r @ (evyx ® f))

et G*(evyrx) = (Id ® sym).ass)*(x ® (evyx ® f)) et donc

(F.(sym® Id))*(evy x:) = (ass.sym.ass.(sym @ Id))*(z @ (evyx ® f)).
Mais ass.sym.ass.(sym @ Id) = (Id ® sym).ass (axiome de symétrie)
donc (F.(sym ® Id))*(evy x/) = G*(evy xs) et ainsi F.(sym ® Id)) = G.
D’ou la conclusion voulue.

- Sur une 2-cellule o : z — 2/ : X — X’ de M (on pose (A & A') =
U(z = 2')). 1l nous faut montrer que a : yo(z) — yo(z') : yo(X) —
yo(X') est une 2-cellule de V-(M°, V) ou encore que, pour tout Y dans
|IMP|, a*(yo(x')y) = yo(z)y c.a.d. que le triangle suivant commute :

A M(Y, X) asld A @M(Y, X)
m\ yo(a'),,
M(Y, X)

ce que I’on vérifie facilement.

- Montrons qu’on a ainsi construit un foncteur mutant M — V-pu(M V).
..\PourX € [M|,ona yo(ldx) = Idy.(x)y (Eneffet Id,,x) = (I,I_dyo(x))
ou Myo(X) = (IdM(Y,X))YG\MOH et

Idyyxy = (I, ® M(Y, X) 2% M(Y, X)). D’un autre coté yo(Idy) =
(£,yo(Idx)) ou yo(Idx) = (yo(Idx)y)yemer avec yo(ldy)y =
(L,yo(ldx), ) et yo(ldx) :I@M(Y, X) — M(Y, X) est 'unique fleche

de V telle que yo([dx);(evyx) = Idx ® evy x. Mais alors yo(IdX)Y =

Ug,
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d’ou I’identité voulue).

.. Pour un couple de fleches composables X = X’ &5 X” dans M on a
yo(r' @ z) = yo(z') ® yo(x) (En effet, posons A = U(z), A’ = U(a'), alors
yo(x') @ yo(x) = (A’ ® A,yo(x") o yo(x)) o, pour tout Y € |MP|,
(yo(a') oyo(x))y = yo(z')y ® yo(z)y = (A’ ® A, yo(z)  oyo(x), ) et ov
yo(x' )Y o yo(m)y est le composé suivant :

/ ass / Id®my , , yo(z’)y
(A" ® A) @ M(Y, X) 225 A’ ® (A M(Y, X)) ———Y3 A’ @ M(Y, X") ——5 M(Y, X”)

Or ass*(Id® yo(:(:)y)*yo(q:’);(evyxn) =1 ®r)Revyx =
yo(z' ® x)7 (evyx») etdonc yo(a') oyo(x),, = yo(a’ @ x) . D’ou I'identité
voulue).

.. Pour finir de prouver que yo est un foncteur mutant on applique essen-

tiellement le critere 1.11.

e Il nous faut maintenant établir que V-u(Id, py).yo ~ yon. Notons
g = V-u(Id, uy) et § = fi.yo. Alors, pour chaque X € | M|,
GO0 = (M7 2255 1t (V) 25 pue(V)).
On construit maintenant une transformation naturelle mutante v : y —
yon : M — V-pu(MeP, ]>) Pour cela, on commence par considérer pour
X,Y dans [M]| et A € |V| T'application I'xy s : V(A MY, X)) —
Tri(A,Y, X) définie par I'xy 4(f) = f*(evyx) dans M(Y, X). On vérifie
que I"xy 4 est naturel en A. On obtient ainsi une fleche I'xy : y(M(Y, X)) —
hom(Y, X) dans V. Remarquons au passage que y(M(Y, X)) = 5(X)(Y).
On définit ensuite la fleche composée suivante :

(1, )y = @X)(Y) 22 hom(Y, X) & hom(Y, X)")

puis (7x)y = (I, (7, )y). Ainsi (yx)y : (X)(Y) = yon(X)(Y) est une
fleche de V. On montre ensuite que y X =

(g(X)(Y) v, yon(X)(Y))yejmer| estune transformation naturelle mu-

tante 7(X) — yon(X). Pour cela on se donne une flecche Y % Y’ de M
et on montre que le carré suivant commute strictement dans V :
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F(X) (V) 22 yon(X) (V)
y(X)(g)l lyon(X)(g)
G(X) (V") — yon(X)(Y7)

('YX)Y’

Grace a la prop.2.1 cela revient a montrer que le carré suivant commute dans
V(ou B=U(g)):

y(M(Y, X)) — = hom(Y, X)

y(yO(X)(g))L lh(97X)
/ B / B
y(M(Y”", X)) _>ng/ hom(Y', X)

Mais pour tout A € |V] et A EN M(Y, X), ona: h(g, X)al'xva(f) =

g @F fHevyx) = (Id® [)*(g @7 evyx) = I'xvr peaii(yo(z)g)alf).
D’ou les commutations voulues. Ainsi v, : y(X) — yon(X) est une

transformation naturelle mutante. Posons maintenant vx = (I,7,). On
ayx : §(X) — yon(X) qui est une fleche de V— (M, V) (voir la
prop.4.2).

- Montrons maintenant que v = (vx ) xe|m| est une transformation naturelle

mutante § — yon. Soit donc X = X’ une fleche de M. On va montrer que
le carré suivant commute strictement dans V- (M V) :

§(X) —=yon(X)

y(ﬂﬁ)l lyon(af)

J(X') = yon(X)

Posons déja A = U(z). II faut donc montrer que pour tout Y € |[M®]| on
a, dans V, yon(z)y (vx)y = (7x/)y7(z)y. (Les compositions sont strictes)
(voir le lemme 4.1). Mais grace, a nouveau, a la prop.2.1 cela revient a mon-
trer que le carré suivant commute dans V :
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y(M(Y, X)) =~ hom(Y, X)
y(yO(w)Y)L lh(Y,x)
y(M(Y, X")* = hom(Y, XA

X'y

Or, appliqué en B € |V/|, sur B AN M(Y, X'), on obtient :
Ixivaes-y(yo(z), )s(b) = (yo(z), . Id ® b)*(evyx/) =
(Id@b)*(z®@evyx) =2 @b (evyx) = h(Y, X)p.I'xy 5(b), ce qui acheve
de prouver que v : ¥ — yon est une transformation naturelle mutante. Enfin
7 est inversible. En effet, pour tout X,Y € |[M|et A € |V|,I'xy.4 est
bijectif car hom(Y, X) est représentable. Donc I'xy est inversible dans V.
Alors (7 )y est aussi inversible dans V (car YV Y ~ V) Ceci étant vrai pour
tout Y, 7 est une transformation naturelle mutante inversible (on applique
la prop.1. 14 ). Alors ~yx est lui aussi inversible (voir la prop.4.2 ). Et ceci
pour tout X . Enfin, en appliquant a nouveau la prop.1.14 , la transformation
naturelle mutante ~y est elle méme inversible.

8. Le Lemme de Yoneda mutant.

e Notre but ici est de montrer le théoreme suivant :

Théoreme 8.1. (le lemme de Yoneda mutant) : Soit M une catégorie mu-
tante sur une catégorie monoidale symétrique V. Soit aussi /' : M?P — 1%
un foncteur mutant (out V = uc(V) et ol la structure cotensorisée de V est
défini a la section 2 - Pour pc voir la section 1). On fixe aussi un objet X de
M. Notons :

1) Cx % V 1a fibration discréte associée au préfaiseau F/(X) € [V| = |V,
2) (Cx 5 V) = (V-u(M7, D) (yon(X), F) =24
discréte).

Alors (C'y,U) ~ (Cx, U) (un isomorphisme de fibration discréte).

Plus précisément I’isomorphisme 6x : (C,U) — (Cx,U) est donné sur
(A,t) € |Ck|, par Ox(A,t) = (A,z) ou x est I'image de Idx par
I’application composée :

Tri(1, X, X) 2% p(x) (A1)

V) (autre fibration

TR, POO(A) ol tx = (A ty).
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Preuve : e Oy est bien défini sur les fleches. Par exemple sur

(A t) 5 (A,t) de Cy, on voit facilement que F(X)(a)(z) = 2’ ou
(A,z) = 0x(A,t), (A 2") = 0x(A’,t'). Ox est clairement fonctoriel. C’est
méme un morphisme de fibration discrete.

e On construit maintenant un nouveau morphisme 6% : (Cx,U) — (C%, U).
- Fixons (A, z) € |Cx| (donc z € F(X)(A)), etsoitY € [M|et B € |V|,
on considere I’application Ty 5 : Tri(B,Y, X) — F(Y)(A® B) ou Ty 5(f)
est 'image de x par I’application composée :

FX)(A) 224 pyvyB @ 4) 22, piyya o B)

F(f): F(X) — F(Y)? provenant de F(f) = (B, F(f)) : F(X) = F(Y),
flache de V.

.. Ty p est naturel en B. (En effet B’ L. B étant une fleche de V, il nous faut
montrer la commutation du carré suivant :

Tri(B,Y, X) % F(Y)(A® B)
b*l lF(Y)(Id@b)
Tri(B.Y,X) — F(Y)(A® B

Y,B’
Or F(Y)Ids @ b).Typ(f) = F(Y)(sym.Idy ® b).F(f)a(x) ot sym =
symap et Ty p b (f) = F(Y)(sym/).E(f")a(z) ot sym’ = symy p et
£ = b (f). Mais F(f') = (F(X) 29 pv)B 290 Py )8, car Fest
un foncteur mutant, et donc Ty 5.b*(f) = F(Y)(b®1da.sym').E(f)a(z) =
F(Y)(sym.Ida @ b)F(f)a(z) = F(Y)(Ida ® b)Tyg(f). Notons t, :
hom(Y,X) — F(Y)? la transformation naturelle obtenue et ty = (A, %) :
yon(X)(Y) — F(Y) la fleche de V correspondante.
.. Apres avoir posé t = (ty)ye|aer|, montrons que (A, t) : yon(X) — F
est une fleche de V-u( M, ))) Pour cela, montrons que pour toute fleche
Y 5 Y de MP, tyr @ yon(X)(y) 25 F(y) @ ty (ot sym = syma p)
est une 2-cellule de V. On pose B = U(y). Alors F(y) ® ty =
(B® A, F(y)oty) ol F(y) oty estle composé suivant dans V :

A
hom(Y, X) 2 F(v)A 295 (P(y")B)A 27y p(y’)BeA
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et ty:@yon(x)(y) = (A®B,ty,oh(y, X)) ou ty.oh(y,X) estlecomposé
suivant :

B
hom(Y, X) 2% hom(Y', X)B 25 (F(Y')A4)B 27 p(y')Aes,

Il nous faut donc montrer que le triangle suivant commute :

hom(Y, X)
F(y)oty W\,X)
NBRA NARB

Appliqué en C' € |V|sur f € Tri(C,Y, X), cela revient a montrer que le
diagramme suivant commute en z :

F(X)(A)
FY)(C®A) FYN(BeC)® A)
F(Y)(sym) FY")(sym)
FY)A®CO) FY')A® (B®C(C))
E(y)agc
FY')B®(A®()) F(Y")(ass)
F(Y')(ass)

FYN(B®A)®CO)

FY"N(A® B)® ()

F(Y")(sym®Id)

ou encore, apres avoir utilisé I’axiome hexagonal de symétrie, transporté par
F(Y"), il nous reste a montrer que le diagramme suivant commute en z :
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F(X
/yw}

FY)(C ® A) )(B®C)® A)

F(Y)(sym)l LF(Y’)(assl)

F(Y)(A N(B®(C®A)
®(A®C))

C
Mais F(y” f) = (F(X) ¥> F(Y)? 22 (F(Y'))C 22 P(y")Pec).
Le diagramme précédant se simplifie encore. Finalement, il nous suffit de
montrer que le carré suivant commute :

FY)(C® A)—=24 p(y) (B @ (C ® A))
F(Y)(sym)t lF(Y’)(1d®sym)
FY)A®(C) FY)NB®(A®())

F(y)agc

ce qui est immédiat car F(y) : F(Y) — F(Y')? est une transformation
naturelle. Ainsi (A,t) : yon(X) — F est une fldche de V-p(M, V). O
peut donc poser ¢’ (A :c) ( t).
- Sur une fleche (A, 2') = (A x) de Cx, il nous faut montrer que a :
0 (A’ ') — 0 (A, z) est une 2-cellule de V-1(M, V). Posons (A,t) =
0 (A, x) et (A1) = 0(A’,2"). On doit donc montrer que pour tout
Y € IM|, a*(ty) = t}, ou encore que le triangle suivant commute :

hom(Y, X)

Ey ﬁY

F(Y)A F(Y)~

Id®

ce que I’on vérifie aisément.
- Le fait que 0’ est fonctoriel est immédiat.
e Il nous reste a montrer que fx et &y sont inverses I’'un de 1’autre.
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L’identité 0x .0, = Idc, : Soit (A,z) € |Cx|. Posons (A,t) = 0% (A, z).
On a (ty);(Idx) qui est I'image de x par I’application composée suivante :

F(ldx)a F(X)(sym)

F(X)(A) F(X)(I ® A) F(X)(A®T)
Or F(Idx)a = F(X)(uy) et F(X)(sym).F(X)(uy) = F(X)(uq). Alors,

sion pose Ox(A,t) = (A, 2'), on sait que z’ est’image de Idx par:

Tri(1, X, X) 2% px)(Ae ) 22 pxya)
Mais (ty)r(Idx) = F(X)(uq)(x). Ainsi ' = z. Finalement 0x.0 =
Idc,,.
L’identité 0 .0x = Idc, : Soit (A,t) € |C|. Posons (A,x) = 0x(A,t)
et (A,t') = 0%(A,z). Montrons que t' = t. On peut écrire, lorsque
Y e M|, Be|V|etfeTriB,Y,X),
(y)B(f) = [F(Y)(syma,p)-E(f)a-F(X)(ugs).(tx)i](Idx) ouencore
(y)s(f) = [F(Y)(ugy ® Idp).F(Y)(symasr,p)-L(f)aer-(tx)1)(Idx).
D’autre part, comme (A, t) : yon(X) — F est une fleche de V-p (M, V),
alors sym : ty @ yon(X)(f) = F(f) @ tx : yon(X)(Y) — F(Y) est une
2-cellule de V. Ce qui aboutit au diagramme (D) suivant dans Ens :

Tri(I, X, X)
(bx)1 w
F(X)(A®I) Tri(B®1,Y,X)
F(f)A@Il l(ty)B@@I
FY)B®(A®I)) FY)A® (B®I))
F(Y)(ass)l lF(Y)(ass)

FY)(B®A)®I)

FY)(A®B)®I)

F(Y)(sym®Id)

On peut donc écrire :
(ty)5(f) = [F(Y)(ug" ® 1d).F(Y)(sym).E(f) aor-(tx)1](Idx)
= [F(Y)(ug")-F(Y)(sym @ Id).F(Y)(ass).E(f) asr-(tx)1] (Idx)

3uww@wmwmmuwmwﬁ,ﬂ< x)
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= [F(Y)(fd@@% )-(ty)Ber-h(f, X)i](Idx)

= [(ty)s.Tri(u, ", Id, Id).Tri(sym, Id, Id).h(f, X)](Idx).

Mais [Tri(u, s Id Id).Tri(sym, Id, Id). (f,X) |(Idx) =

(ug )" (sym)*(f & Idy) = (u; ug ) sym*sym*(Idx ® f) =

(u,")*(Idx ® f) = f. Donc (t'y)p(f) = (ty)s(f). Finalement on obtient
t' =tetdonc 0.0x = Id.

Au final on a montré que 0y : (C',U) — (Cx, U) est inversible.

Corollaire 8.2. Soit M une catégorie mutante sur une catégorie monoidale
symétrique V. Alors le foncteur mutant yon : M — V-u (M V) (voir sa
construction a la section 6 ) est pleinement fidele.

Preuve : Soient X,Y € |M]. On applique le lemme de Yoneda mu-
tant au foncteur mutant ' = yon(Y) : M — V, en remarquant que
Cx ~ M(X,Y). Sionnote v : M(X,Y) — Cx cet isomorphisme on
montre que le triangle suivant commute :

M(X’Y)\ T Ve (M, V) (yon(X), yon(Y))
. /

O x et v étant des isomorphismes, yon xy en est un aussi. D’ou la conclusion
voulue.

9. Retour au Lemme de Yoneda enrichi.

e Reprenons 1’hypothese de la section 7, c.a.d. M est de saveur E. On peut
méme supposer que M = pe(M) ot M est enrichi dans V. Supposons aussi
que V soit fermé (ou encre, de facon équivalente, qu’en tant que catégorie
tensorisée - On la note encore V- elle soit enrichissable). Pour chaque objet
A € |V], notons V(A, —) un adjoint a droite de (—) ® A et

Ev? : V(A,—) ® A — (—) une co-unité de cette adjonction. Notons aussi
V la catégorie enrichie (dans V) canonique produite par cette adjonction.

Proposition 9.1. pe(V) ~ put(V).
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Preuve : L’isomorphisme v : pe(V) — pt(V) est défini, sur les objets
par |y| = Id, sur une fleche (A, f) : B — C par v(A, f) = (A, f) ou

f=A®B Jerd, V(B,C) ® B TN C'). Le reste de la preuve est sans

difficulté.

e Fixons maintenant un objet X € |M]| et considérons le foncteur enrichi
Y (X) : M — V défini,

- sur un objet S € |[M| par Y (X)(S) = M(S, X),

- Pour S, 5" € M|, Y (X)gs : M?(S,S") — V(Y (X)(S),Y(X)(S")) est
I’unique fleche de V rendant le carré suivant commutatif :

M(S', §) @ M(S, X) "2 G (M(s, X), M(S', X)) @ M(S, X)

symj lE

M(S, X) ® M(S", S) M(S", X)

comp

Le fait que Y (X) soit un foncteur enrichi : M®” — V est bien connu et sans
difficulté particuliere a démontrer.

Proposition 9.2. Le carré suivant commute :

1) |

pe(M)? = ut(V)

Preuve : - Sur un objet S € |ue(M?)| = |M|, ~.ue(Y(X))(S) =
M(S, X) = yo(X)(S).
- Sur une flache S 27 7 de pe(MeP) = pe(M)P (voir la proposition 3.6).
Alors on voit que (y.ue(Y(X)))(A, f) = (A,¢) ou
A®@M(S, X) S M(S', X) est la flecche composée suivante :

A®M(S, X) L2214 M(s7, S) @ M(S, X) <7 M(S, X) @ M(S', ) <2725 M(S, X).

D’un autre coté yo(X)(A, f) = (A,yo(X)(A, f)) ou yo(X)(A, f) :
A@M(S, X) — M(S’, X) est 'unique fleche de V telle que
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yo(X)(A, f)*(everx) = (A, f) @ evgx (voir la section 7). Orici evgx =
(M(S, X), I'dws,x)) et d’'une fagcon générale, pour un couple de fleches
composables S o o), S1 SN Sy de pe(M)° on a

(A1, f1) @ (Ao, fo) = (A1 ® Ao, f1 o fy) ou fi 0%? fy=

(A ® Ay 25 Ay @ Ay 2205 M(S), So) @ M(Ss, S1) <2 M(Ss, So)]-
On obtient ici (4, f) @7 evgx = (A ®@M(S, X), f) ot f =

[A®M(S, X) 5 M(S, X)® A "B M(s, X) @ M(S, S) ‘%5 M(S', X)]

et donc yo(X)(A, f) = f. Enfin, comme f = ¢, on a I’identité

v.pe(Y (X)) (A, f) = yo(X)(A, f). D’ou la commutation du carré proposé.
e Considérons maintenant le foncteur mutant

V-e(M?, V) 2, V-pu(pe(M)°P, pie(V)) obtenu en composant les quatre fonc-
teurs mutants suivants :

V—e(Me?, ¥)

e (x1)

V—pu(pe(MP), pe(V))

V—u(ldy)  (x2)
V—p(pe(M?), ut(V))

V_/L(Idmu'y) (*3)

A

V—pu(pue(M)?, pe(V))

(x1) Voir la proposition 5.1, (x2) voir la section 4 et la proposition 9.1 (x3)
voir les sections 4 et 2

Proposition 9.3. @ est pleinement fidele.
Preuve : Résulte du lemme suivant et des propositions 2.3 et 4.3.

Lemme 9.4. Le composé de foncteurs mutants pleinement fideles est lui
méme pleinement fidele.
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Preuve : du lemme : Immédiat.
e Soit X € [M| et F : M — V un foncteur enrichi. Alors F et Y (X)
sont dans|V-¢(M, V)|. Comme & est pleinement fidéle,
on a I’isomorphisme suivant :
Py (x),F ~
—

V-e(M, V)(Y (X), F) Vepa(ue (M), ue(0) (@(Y (X)), &(F))
ou (Y (X)) = wy.yo(X) = yon(X), (x1) par la prop.9.2 et (x2) voir la
section 7 (I’isomorphisme py.yo(X) — yon(X) est not€ yx) et ®(F) =
py Foou F = (V-u(ld,v).e)(F). Et donc ®(F)(X) = y(F(X)) =
y(F(X)). En d’autres termes, ®(F")(X) est représentable de représentation
(P(X), Idr(x).

Utilisons maintenant les deux lemmes suivants:

Lemme 9.5. Soient M une catégorie mutante, X € |[M|et F : M? —
pc(V) un foncteur mutant. On suppose que F/(X), qui est un préfaisceau,
est représentable. Notons (R,7) une représentation de F'(X) et posons
(R,p) = 05" (R,r) (voir le théoreme 8.1). Alors (R, p) est un objet final

de V-p(M, jc(V)) (yon(X), F).

Preuve : du lemme : Car (R, ) est un objet final de Cx (voir la notation
dans le théoreme 8.1)

Lemme 9.6. Soient A, B deux catégories enrichies dans V telles que
V-e(A,B) soit de saveur E. Soient aussi F',G : A — B des foncteurs en-
richis. Si on note ([F, G], evr¢) une représentation de 7'ri(—, F, G) : VP —
Ens ou Tri = Triyemp). Alors evpg estun objet final de
V-e(A,B)(F,G).

Preuve : du lemme : Immédiat.

Dans la catégorie Cy = V— (M, uc(V))(yon(X), ®(F)) nous dis-
posons donc de deux objets finaux.
- Le premier, par le lemme 9.5, étant (F(X), p) = 0" (F(X), Idpx))-

- Le second, par le lemme 9.6 , étant la fleche composée stricte suivante :
([Y(X), FJ,p') =

7)_(1 Id b (ev)

lyon(X) = py-yo(X) = &(Y(X)) — &(F))]

(puisque Py (x) r est un isomorphisme). Voir aussi le lemme suivant :
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Lemme 9.7. Soit M une catégorie mutante, X, X', S € [M| et f: S — X
une fleche inversible de M. Alors la composition stricte par f produit un
isomorphisme M (X, X') — M(S, X').

Preuve : du lemme : Sans difficulté.

e Ainsi (F(X),p) ~ ([Y(X), F],p') etdonc F(X) ~ [Y(X), F]|. En-
core noté V-Nat(Y (X), F'). On retrouve donc la conclusion du lemme de
Yoneda enrichi.
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